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EXERCICES 


DE 
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SUR L'EQUILIBRE 

ET LE 


MOUVEMENT D'UNE PLAQUE ÉLASTIQUE 

DONT ^ÉLASTICITÉ N'EST PAS LA MÊME DANS TOUS LES SENS. 


Nous avons donné, dans le troisième Volume des Exercices mathérna- 
tiques [p. 328 et suivantes (*)], les équations qui expriment l'équilibre 
ou le mouvement d'une plaque solide élastique ou non élastique, 
d'épaisseur constante, ou d'épaisseur variable, mais en nous bornant a 
l'égard de la plaque élastique au cas où l'élasticité restait la même 
dans toutes les directions. Alors les projections algébriques sur les 
axes coordonnés des pressions />',/>",/?'* supportées en un point quel- 
conque {x^y.z) par trois plans perpendiculaires à ces mêmes axes, 
ou, en d'autres termes, les six quantités 

(I) A, B, C, D, E, F 

se trouvaient liées aux déplacements ^, y], X, du point dont il s'agit par 
les formules (58) de la page SSq (^). Considérons maintenant une 
plaque élastique dont l'élasticité ne soit pas la même dans tous les 
sens. On devra aux formules que nous venons de rappeler substituer 

(*) Œuvres de Cauchjj S. II, T. VUÏ, p. 38 1 et suiv. 
(î) Ihid., p. 39 î. 
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10 SUR L'ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT 

les équations (3G), (37) des pages 22G, 227 (*), dans lesquelles m dé- 
signe une molécule d*un corps élastique, a, A, c les coordonnées pri- 
mitives de cette molécule, c'est-à-dire celles qui se rapportent à l'état 
naturel du corps, r le rayon vecteur mené primitivement de la molé- 
cule m à une molécule voisine, a, p, y les angles formés par le rayon r 
avec les demi-axes des coordonnées positives, f{r) une fonction qui 
dépend de la loi de l'attraction, et p la densité du corps au point 
(j;, j, 5). D'ailleurs, si, en supposant toujours que les déplacements $, 
Y), ^ restent très petits, on veut prendre pour variables indépendantes, 
au lieu des coordonnées primitives a, A, c, les coordonnées x^ y^ 5 
relatives à l'état d'équilibre ou de mouvement du corps élastique, il 
suffira, comme on l'a prouvé à la page 207 du troisième Volume ('), 
d'écrire partout j; au lieu de a, y au lieu de A, z au lieu de c. Donc, si 
l'on'fait, pour abréger, 

d — p ^ ~ co8*Pcos*Yy(r)L =pV -;-cos*YC()s«a/(r)L f = p V ~ cos«acos*p/(r» I: 

I u — ?^ — cos*«cos?cos7/(^r) , v = P^ — cos'acos y /(/•), w = P ^ — cos»« co8?/f^r) . 

(4) ( "'^pS ^cos»?cosY/(r) , v'=p^ ^cosacos*pcosY/(r)L ^v'= P§j ^cosotcos'P/CD j, 

11'= p C ^ cos3 CO8' Y A'*) 1 v'=: ? N T" ^®®" cos' Y /('•) ^ W= p Q — cosa cos^ cos^ 7 /"• » I 

les valeurs de A, B, C, D, E, F relatives à un corps élastique dont l'élas- 
ticité n'est pas la même dans tous les sens deviendront 


(•^o 


(3) 


4 à:, g. dt\ à 

A — a-r^-f-f^H-e -r 

ôx or a 


(•>) < 


(' ) Œuvres de Cauchjr, S. H, T. VllI, p. 267. 
(») Ibid., p. 240. 
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tJj? ' ôf dz \dz dy) \dx dz) \dy dx / 


ax 


dx dy dz \dz ôy ) \ôx dz) \dy âxj 

Lorsque le corps élastique est homogène, les quinze coefficients 

(7) a, b, c, (I, e, f, u, v, w, u', v', w', u\ \% w' 

se réduisent a des quantités constantes, et Ton petit en dire autant de 
la densité p, qui, pour de très petits déplacements des molécules, no 
diffère pas sensiblement de la densité primitive. Alors les valeurs de 
A, B, C, D, E, F, fournies par les équations (5), (6), dépondent des 
six quantités 

(8) ii, î^, ^, ^4-'^, ^-t-^, ^-h—y 
' Ar' dy^ dz^ dz ây^ dx dz* dy dx^ 

qui varient seules dans ces mêmes équations avec les ordonnées x, y, 
;?. On peut remarquer que ces six quantités sont aussi les seules fonc- 
tions de X, y, 5 qui entrent dans la valeur générale de la dilatation ou 
condensation linéaire mesurée suivant une droite menée par le point 
( JT, j, 5) de manière à former les angles a, ^, y avec les demi-axes 
des coordonnées positives. En effet, si Ton nomme e cette dilatation 
linéaire prise avec le signe -h ou cette condensation linéaire prise avec 
le signe —, on aura, comme on Ta prouvé dans le deuxième Volume 
des Exercices (page 66) (* ), 

l £ =r -r-^ cos'a -h -T- cos*p -h -V- cos'y 
\ dx dy dz ' 

^^^ ) fdti dt\ « (d^ dl\ idl df\\ « 

Dans le cas particulier où le corps élastique offre trois axes d'élas- 

(<) Œuvres de Cauchy, S. Il, T. Vll, p. 89. 


(l'^) 
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ticité rectangulaires entre eux et parallèles aux axes des x, y, z, les 
neuf coefficients 

(ïO) U, V, w, u', \\ w', u'', V*, w' 

s'évanouissent, et les formules (5), (G), réduites aux suivantes 

(il) A = a3^-f-f3--He-T-» B = f-7^-4-b3--!-d,-, C = e:r^H-d-r--hc-r-» 

OJc oy oz ôx OY oz ojc ôy ôz 




coïncident avec les équations (03), (64) des pages 233, 234 du troi- 
sième Volume des Exercices (*). 

Les formules (5) et (6) ou (ii) et (12) étant une fois établies, il 
suffirait de les combiner avec les formules (2) ou (20) et (28) des 
pages iGi et iGG du troisième Volume (^), pour obtenir les équations 
générales de l'équilibre ou du mouvement d'un corps élastique, dont 
les molécules s'écartent très peu des positions qu'elles occupaient dans 
l'état naturel. Donc, si l'on désigne par 9 la force accélératrice appli- 
quée au point (a?, j, 5) de ce corps élastique, et par X, Y, Z les pro- 
jections algébriques de la force 9 sur les axes coordonnés, les équa- 
tions propres à déterminer le mouvement de ce même corps seront 
généralement 

^ Ot* ' Oj:* â)'* Oz^ d/;* âj* âz* dv^ (>/* dz* 

/ d^'^ à^ d^i , d»T) d«T, , e^«T) , c^*; c»»Ç t>*; \ 

_i- -2 I u — -\- V -t- W ^ h V h U — -'- I - — -4- VV • ^^ h C ^^ - -f- U - ^^ I • 

\ Oj Oz Oz Oj- 0.1' Oj Or Oz ' Oz Ou: Ou: Oy Oy Oz Oz 0.c o.r ch ) 

I 

^ 01^ ^ Ox* Oy^ Oz* Oj:* Oj* Oz* Ojc* Oy* Oz* 

( , à*l 0*i . 0*1 , 0*ri , 0*T, , 0*T^ . <^«; , 0*1^ , t^«; \ 

\ Oy Oz OzOx OxOy Oy Oz Oz Ox 0x0) Oj Oz OzOx 0.v oy J 

0*^ „ o*\ ,o*\ ,o*\ 0*71 ,à*Ti ^o*T^ 0*1: ^<^*s <^*; 

^ 01* * Ox* Oy* Oz* Ox* 0)* Oz* Ox* Oy* Oz* 

\ Oj Oz OzOx OxOy Oy Oz OzOx Ox Oj Oy Oz OzOx Onh ' 

( ') OEuvres de Cauc/ty, S. U, T. Vllf, p. 274. 
{*) Ibid., p. 196. 201 et 2o3. 
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Si le corps élastique offre trois axes d'élasticité rectangulaires et pa- 
rallèles aux axes des x.y^ 5, les coefficients u, v, w; u', v', w'; u', v", 
w'" s'évanouiront, et les équations (i3), réduites aux suivantes 

» :r^t -^ f "T-f ■+-6 T-7 -^ 2f 3 — 3- -+-26 -r-3- -hp\ =:p^, 

ÔJc* Or* âz^ dx dy ôz do: ^ ^ dt^ 

dx^ dy^ dz^ dy dz dxày ' ' ôt^ 

coïncideront avec les formules (68) de la page 23j du troisième Vo- 
lume (*). Enfin, si des formules (i3) et (i4) on veut tirer celles qui 
expriment l'équilibre d'un corps élastique, il suffira d'annuler les trois 
expressions 

d-\ d^-n d^t: 

Concevons à présent que le corps élastique se réduise à une plaque 
élastique naturellement plane et d'une épaisseur constante. Désignons 
par ail'épaisseur naturelle de la plaque, et prenons pour plan des jl\ 
y celui qui divisait primitivement cette épaisseur en deux parties 
égales. La surface moyenne, après avoir coïncidé dans l'état naturel 
avec le plan des ^r, j, se courbera, en vertu du changement de forme 
de la plaque, mais son ordonnée restera très petite. Désignons par 
f{oc,y) cette ordonnée, et faisons, de plus, 

(16) 5 = 5-^/(^,7), 

3 étant l'ordonnée d'une molécule quelconque m prise au hasard dans 
l'épaisseur de la plaque. Enfin soient 

(ï;) a =i AoH- A|5 -i-. . ., F = Fo-h Fi5 -h. . ., B = Bo4- B,5-^. . ., 

(18) I ni^o -H^i^ ^-- • •> m =iyîo4-TQ|.V -f-. . ., Ç =^0 -4-Ç,.Ç -f-. . ., 

(19) \ — \p-f-X,5-i-. . ., Y = Yo-f- Y,5 -h. . ., Z-— Zo-+-Z,5-f-Z, — 4-. . 
(») Œuvres de Cnuc/iy, S. H, T. VHI, p. 2yî. 
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los développements de A, F, B; ^, r^, !^; X, Y, Z suivant les puissances 
ascendantes de s, dans le cas où l'on prend x^ y ets pour variables in- 
dépendantes. En supposant que la plaque élastique se meuve et soit 
extérieurement soumise à une pression normale désignée par P, on 
établira, comme nous l'avons fait dans le troisième Volume (pages 337 
et 338) (*), les trois équations 

Seulement, pour obtenir les valeurs des fonctions Ao, Fo, Bo; A,, F,, 
B, exprimées à l'aide des dérivées partielles de $0» ^io» ^o» il faudra 
combiner les équations (9) de la page 33i (^), c'est-à-dire les trois 
formules 

( 22 ) E = o, D =r o, C = — P, 

qui subsisteront encore pour 5 = — 1 et pour s = 1, non plus avec les 
équations (58) de la page 339 ('), mais avec les équations (5) et ((i). 
On aura donc, pour s-^ — i et pour s = 1, 


V -r^ -4- V' -r h V 


ff 




dx dy 

•* dy ^ *^ d- ^ " \Tz^Ty)^^ \dx^T=)'^^^ XTr^Tt)-"^' 


%x 


puis, en substituant les valeurs des fonctions 
(24) -_-_l--Jl, -+_ 

ôx ôz ôv oz âz 

(») OEuvrex de Cauc/if, S. If, T. VHI, p. SgS. 
(«) /Att/., p. 385. 
(») /^/rf., p. 394. 
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tirées des formules (23), dans celles des équations (5), (G) qui déter- 
minent les pressions A, F, B, on trouvera 

F — ^ h ^ ( ^ ^\ — p 

"" dx dy \dy dx ) ' 

û, b, f, ï, e, f, u, ti, u> désignant de nouveaux coefficients dont les va- 
leurs seront 

vt(dc — u'*) -4- u*(ec — v'*)-+-e*(ed — w'*)h- 2ue(v''\v''— eu')-4-aev(u'\v'— dv')-i- 2vu(u'v''— c^^'l 

/ti i a = a ^ ^^ — V / \ / \ V ' 


r. bi=b — 


« c = f — 


edc — eu*' — dv'* — cw** •+- a u' v' w' 

v'«(dc — m'^) -h u'«(ec — v*"*) -t- d»(ed — \v^») -+- 2ird(v^\v*— eu*') -h 2dv'(u''w'— dv") -h •lu'v'îu'v'^— cw' » 

edc — eu** — dv'* -- cw'> h- 2 u' v'w' 

u»(dc — u'*)-h v'*(ec — w'*)-+- w'*(ed— w''*)-i-2v'w'(v'w''— eu')-+- 2w'u(u'\v' — dv')-!- 2uv'(irv' — cw') 

edc — eu** — dv'*— cw'*^- au'v'vv' 


_ . v'u(dc— u'*)+uV(ec~v'*)H-d\v'(ed— ^v'*)^f-(u'\v^^-dv')(v*w*~euO+(du-^v^v'Xu^v*~dv')^ 
* ~" " edc — eu'*— dv** — cvv**-!- au'v'vv* 

uv(dc — u'*)-^v'u(ec~v'*)-4-w'e(ed~w**)H-(v'e-^\v*u)(v*w^~eu')H-(wV4-uo)(u^v'— dv'OH-(^*H-\v'Hu%'— cw^ 

edc — eu'* — d\'2— cw^J-^ 2 u" v'w' 

vvXdc--u'*)+uu'(ec— v'*)4-ed(ed — w•*)^-(ud^-euO(v^v'— eu•)+(ev'^-vd)(u^v"— dv')-f-(vu'-4-uv')(u'v'— eu') 


[Il f =w 


I f-f — 


(32) = 


edc — eu'* — d v'* — cw'* -h 2 u' v' \v' 

__ v(u''w'— dv') H-u(v''w''— eu'')-he(ed — w"*) 
edc — eu'* — dv'^* — cw'^-t- su'v^w" 

v'(u*w'— dv'')-+- u'( v'w"— 60*^)4- d(ed — w''*) 


w — 


edc — eu'* — d v'* — cw"- -t- 2 u" v' w" 
11(11" w'— dv*) -f- v'(v'w'— eu") 4- w"(ed — w"*) 


edc — eu"* — dv"* — cw"* -f- 2 u" v" w 


Or, si, après avoir développé les deux membres des formules (20) sui- 
vant les puissances ascendantes de s^ on pose successivement dans ces 
formules 5;= — i , 5 = t, on en conclura, en négligeant les termes pro- 
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portionncis au carré de {, 


A„ = « 


de. 








âa: 


-'t'-d-è-)-"- 
<"' i''.='g*'t+'(l*s=)-'"- 

(dix _^ àn^\ 


ox or 
/ â àîi . ,àf)t 


(...) < B._f^_- +b-^+l. 


dx ây \dj- dx ) 


D'autre part, si l'on nomme U, V, \V dos fonctions de x, v, z propres 
à vérifier les formules 

ax ay \dj ox ' 

35) I >v'U-+-dVH-u'W ._u|i-u'î?^- v'f^i- 
1 dx d/ \d/ 




v' 


u 4- u'V4- cW=.-e-fl - d^5 ..w'f^l ^^)_p, 


on aura^ pour s= — i et pour *= /, en vertu des équations (-ïi) 

ot^r)). 

ôz Ox dz Oy dz 

puis on en conclura, en prenant pour variables indépendantes x, v, .v 
au lieu de *r, v, 5, 

^^ d; dC dn dC d: 

delà posé, soient 

(38) l\i Vo, \Vo 

les valeurs de U, V, W correspondantes à 5 = 0. On tirera des for- 
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mules (35) et (37), en développant les deux membres de chacune 
d'elles suivant les puissances ascendantes de s. 


eUo4-\v''Vo-+-v'Wo 


(39) < w''Uo-HdVo-hii''Wo 


et 


(4o) 


— V ^ — y' 3 u 

ait, ,dno 

— u —^ — u -,— — V 


àlo . àrtçt 


v''Uo4-u'^VoH-cW«:- 


? — Il _ Zliî, 


dy ' djc 
ôy dx 
doc dy \dy dx 


t),= V. 




ç, = w.. 


-P, 


Par suite les équations (34) donneront 


Ai = o 


(41)^ B,= f 


F, 


dx 


dx 


b 


ÔY 

« 

dVo 
dy 

ày 


+ 1 


+ f 


auo 

ày 
ày 


J dx^ dy"* dx c 


ày' 


dx 

d\_, 
dx 

^yj\ _ t ^2 _ ^ ^î? _ a, à^ 
dx J dx^ dy* dx dy 


dx^ dv^ dx dy 


Si maintenant on substitue, dans les formules (20) et (21), les valeurs 
de Ao, Bo, Fp, A|, B,, F,, fournies par les équations (33) et (40» ^" 
trouvera 


(4'0 


d^ 
dx^ 


d»^ 


" -^'^"-^'S^^-^^^-^') 


dx dy dy' 


\ 




dx dy 


dr' 


dx' 


dx dy 

d% 
dx dy 


dv 


dH^ 
dt'- 

d*Vo 
di* 


ot 


(43) < 


3 l dx' '*'<)x»d 

~ 3 [" <j^' ' 


dj • ^^'^^^^d^^^^'^-^Ty 


.-fi- 


dx^ dy 




dx dy^ 


H- f -^^ -f- ( 2 f -h f ) . . , -f- 3b -;;^ A 4- b 


d'y. 


dx^ 


[Zo+i'(7. 


4-2 


dx^ dv 

dX, 
dx 


dxdy^ 


ày 


^] 


dt^ 
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18 SUR L'ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT 

Uq» V^,, W^j désignant des fonctions de a? et ^ déterminées par les for- 
mules (39). 

Les équations (42) et (43) sont les seules qui subsistent, pendant 
le mouvement d'une plaque élastique naturellement plane et d'une 
épaisseur constante, pour tous les points de la surface moyenne. Sup- 
posons d'ailleurs cette plaque terminée dans son état naturel par des 
plans perpendiculaires au plan des x^ y ou par une surface cylindrique 
dont les génératrices soient parallèles à l'axe des 5. Si cette surface 
cylindrique est soumise à une pression normale ï différente de P, et si 
l'on désigne par 

les angles que forme avec les demi-axes des x^y et 5 positives la nor- 
male à la surface cylindrique, prolongée en dehors de la plaque, les 
conditions (34)» (35) et (Sa) des pages 336 et 338 du III* Volume ('), 
savoir 

(44) ( AoH- <i?) cosa -h Fo cos(î = o, Fo cosa 4- (BoH- ^f ) cos? = o, 

(45) A, cosa -h F, cosj3=:o, Fj cosa -h B, cosj3 =0, 


(46) 


1 (àK, JFi ^ \ /()F, (^B, -, \ ^ 

= p(^5;fr.cos«-h-5^cos?j, 


devront être remplies pour tous les points de la surface moyenne situés 
sur des portions libres du contour de la plaque. Au contraire, les for- 
mules (4o) et (4i) des pages 33G et 337 du même Volume (*), savoir 

(47) fo=o, yîo = Oi Ço = o» 

(48) ?i = o, Y), = 

devront être vérifiées pour les points de la surface moyenne situés sur 
des portions fixes du contour de la plaque. Il est bon d'observer : 

(») OEuvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 890 et 393. 
(») Ibid.^ p. 391 et 392. 
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!*• que, en vertu des équations (4o)» les formules (46) et (48) pour- 
ront être réduites aux suivantes 




(-.1) 


et 


dï, _ „ a:. 


(5o) ^"^Uo. gf=V.; 

2° que des formules (43) et (49) combinées entre elles on conclura, 
en négligeant les termes proportionnels au carré de 1, 

Il ne reste plus qu'à substituer, dans les formules (44). (45) et (49) 
ou (5i), les valeurs de Ao, Fo, B^, A,, F,, B, fournies par les équa- 
tions (33) et (4i)- 

SI l'on voulait considérer une plaque élastique, non plus dans l'état 
de mouvement, mais dans l'état d'équilibre, il suffirait de supprimer, 
dans les équations (42)» (43) et (49)» tous les termes qui renferment 
des dérivées relatives à t, 

Revenojis au cas où la plaque élastique se meut. Alors les deux incon- 
nues $0, y]o, qui mesurent les déplacements parallèles aux axes des x 
et j pour un point quelconque de la surface moyenne, pourront être 
déterminées à l'aide des équations (42) réunies aux conditions (44) 
ou aux deux premières des conditions (4?); ^n sorte que les valeurs 
générales de ces inconnues seront indépendantes de la valeur initiale 
de Ço» et par conséquent de la forme de la surface moyenne à l'origine 
du mouvement. De plus, après avoir déterminé $0 et y]o, on déduira des 
formules (39) les valeurs de Uq, Vo, et de l'équation (43), réunie aux 
conditions (45) et (5i), ou à la dernière des conditions (47) et aux 
formules (5o), la valeur générale de Ço« Si l'on suppose en particulier 
que, pendant la durée du mouvement, les déplacements $0» ^0» mesu- 


i 
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rés parallèlement au plan des x^ j, restent très petits relativement à 
l'ordonnée X^,^ de la surface moyenne, ce qui exige que les valeurs ini- 
tiales de ^0, Y]o soient elles-mêmes très petites relativement à la valeur 
initiale de X,^\ alors, en négligeant tous les termes qui renferment \^ 
ou y]o, on tirera des formules (Sq) 

(52) Uo = o, Vo=o. 

Par suite, les équations (40' (^»^) deviendront respectivement 

* dx^ ày'^ dx dy 

(53) ^B.^_,g_bp-,.^4|. 


dx^ dy* dx dy ' 




(54) { 

et les équations (5o), (5i) se réduiront aux suivantes : 

Les diverses formules que nous venons d'établir se simplifient, lors- 
qu'on suppose la plaque élastique extraite d'un corps solide qui offrait 
trois axes d'élasticité rectangulaires et parallèles aux axes des a% v, z. 
Alors les coefficients u, v, w, u', v', w', u", v", w" s'évanouissent, et les 
formules (26), (27), (28), (29), (3o), (3i), (32) se réduisent à 

e- (P (Ir 

(.57) o = a j bzzzh , f = f, i=:0, crz:o, i — ï '-. 

' c c c 

(58) uziz-, p— -, i» = o. 

ce 
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Alors aussi on tire des formules (Sq) 

(59) U.= o. V,= o, W. = -^^«-^5l-«-î^. 

Par suite, les valeurs de Ao, Bo, Fo, A^, B^, F,, déterminées à l'aide 
des équations (33), (4 »)> deviennent 

A„=i[(ac-c')g + (rc-de)^'-Pe], 

(60) j B,= '- [(fc _de)§ +(bc- d»)^ -Pd] . 


^•-<t-^"> 


/A. = -i[(ac-e.)g^(fc-de)p] 
(60 .B. = -i[(fc-de)g'4-(bc-d')p] 


F. — — 2 f ^*^° • 
V ' dxdy' 


«•t les formules (42), (43) donnent, pour un point quelconque de la 
plaque élastique, 


(62) 


(63) 


; ac — c' d*li .d*ln , aff — <lc c^'v}» , y — '^'?» 
^*TTo b c — d* <?'y]o 2 fc — de d^lt, _ d^rt^ 


Quant aux conditions qui devront être vérifiées, dans l'hypothèse ad- 
mise, pour les points situés sur le contour de la surface moyenne, on 
les obtiendra immédiatement, si les bords de la plaque sont libres, en 
substituant les valeurs de Aq, B^, Fo, A<,B,, F, dans les formules (41), 
(4^!), (56), et elles coïncideront, si les bords de la plaque deviennent 
fixes, avec les formules (47) et (55). 


(6.1) 


2-2 SUR L'ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT ETC. 

On peut encore remarquer la forme que prennent les équations (4^) 
et (.54) dans le cas où Ton suppose la force accélératrice o et les pres- 
sions P, <JP réduites à zéro. Alors ces équations deviennent respective- 
ment 

\ dx^ ^ dxdy dy* ^ dx* ^^ ^ ' dxdy dy* ^ dt* 


dx« ^ dxdy^ ây* ^ dx* ^'^ ^ 'dxdy dy* ^ dt* 






On voit par ce qui précède comment les vaj*iations de l'élasticité 
influent sur la forme des équations qui déterminent les mouvements 
d'une plaque élastique. Les formules qu'on avait obtenues en suppo- 
sant que l'élasticité restait la même dans tous les sens ne renfermaient 
(ju'un seul coefficient dépendant de la nature de la plaque. Mais cette 
supposition ne s'accorde pas avec les phénomènes observés par les 
physiciens; et, pour obtenir des résultats comparables a l'expérience, 
il faudra généralement recourir aux formules (42), (5^i), ((>4)» ^tc., 
après avoir déterminé les six coefficients qu'elles renferment, et qui 
tiennent la place des quinze coefficients compris dans les équations 
générales du mouvement d'un corps élastique. 


-a j t 1 1 - 


SUR L'ÉQUILIBRE 


ET LE 


MOUVEMENT D'UNE VERGE RECTANGULAIRE 


EXTRAITE D'UN CORPS SOLIDE 


DONT l'élasticité n'eST, PAS LA MÊME EN TOUS SENS. 


Quand une plaque élastique riaturellement plane» et semblable à 
celle que nous avons considérée dans Tarticle précédent, se trouve 
latéralement terminée par deux surfaces cylindriques très rapprochées 
Tune de l'autre, elle devient ce que nous nommons une verge rectan- 
gulaire. L'axe de cette verge, qui en général est une courbe plane, se 
réduira simplement à une droite, si les deux surfaces cylindriques se 
transforment en deux plans parallèles. Supposons d'ailleurs que l'on 
choisisse pour plan des a?, y celui qui divise l'épaisseur de la plaque, 
prise dans l'état naturel, en deux parties égales, et pour axe des x Taxe 
de la verge. Enfin soient ii l'épaisseur primitive de la plaque, et ih la 
distance comprise entre les plans parallèles qui la terminent latérale- 
ment, c'est-à-dire l'épaisseur de la verge mesurée dans le plan des ^, r. 
Les épaisseurs 2 A, 21 seront précisément les deux côtés du rectangle 
qu'on obtiendra en coupant la verge par un plan perpendiculaire à son 
axe. D'autre part, si l'on adopte les notations et les principes exposés 
dans l'article précédent, les déplacements ^0, y]o relatifs à un point 
situé sur la surface moyenne de la plaque élastique, et mesurés paral- 
lèlement aux axes des x et j, devront, pendant le mouvement de la 
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plaque, acquérir des valeurs telles que les formules (20) de la page i4. 


savoir 


ot les formules (44) de la page 18, savoir 

(îi) (Ao4- ^£) cosa-t-FoCOSj3 = o, Focosa-h (Bo4- $)cosP=:o, 

soient vérifiées, les deux premières pour tous les points de la surface 
moyenne, et les deux dernières pour tous les points situés sur le con- 
tour de cette surface, Ao, Fq, Bq étant des fonctions de ar, y détermi- 
nées par les équations (33) de la page 16, c'est-à-dire par les sui- 
vantes : 

^'-""àx^^ dy ^ \ây ^ dx) *^"' 


(■•^) 


\ ôx ôy \dy ôxj 


ôx ôy \ ôy ôx 

Il est essentiel de rappeler que, dans les équations (î), (2), (3), p 
désigne la densité de la plaque, regardée comme constante; P, (P les 
pressions supportées : i** par les plans qui terminent la plaque du 
côté des z positives et du côté des :; négatives, 1^ par les plans ou sur- 
faces cylindriques qui la terminent latéralement; Xo, Y^ les projec- 
tions algébriques sur les axes des ^r et j de la force accélératrice 
appliquée à un point quelconque de la surface moyenne; et a, p les 
angles formés avec les demi-axes des a? et j positives par la normale 
élevée dans le plan des x^ y sur le contour de cette surface. 

Concevons maintenant que, la plaque élastique étant réduite à une 
verge rectangulaire, on désigne, comme dans l'article précédent, par 
^, Y], !^ les déplacements parallèles aux axes d'une molécule quel- 
conque m qui correspond, dans l'état de mouvement, aux coordon- 
nées 07, j, s; par X, Y, Z les projections algébriques de la force accé- 
lératrice appliquée à cette molécule; et par A, F, E; F, B, D; E, D, C 
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les projections algébriques des pressions ou tensions exercées au 
point (x,y,z) contre trois plans parallèles aux plans coordonnes. 
Soient de plus r, r' les distances comprises dans l'état de mouvement : 
i" entre Taxe de la verge et la droite menée par la molécule m parallè- 
lement à Taxe des z; 2^ entre la molécule m et le point de la même 
droite qui se trouvait primitivement renfermé dans le plan des x^y. 
Enfin, supposons que Ton développe les quantités Ç, y), !^, X, Y, Z, A, 
B, C, D, E, F, considérées comme fonctions de a?, r et r\ suivant les 
puissances ascendantes de r, r'; et joignons en conséquence à la for- 
mule 

(4)* 4 = Jo,o4-Ç,,or4-$o,i'-'+i(^«,o'-'-H2^,.i/T'-|-Ço.îr'«)-h... 

toutes celles qu'on en déduit quand on y remplace la lettre Ç par l'une 
des lettres r], Ç, X, Y, Z, A, B, C, D, E, F. Les fonctions de x et de j, 
désignées dans les formules (i), (2), (3) par ^o? "^o* Xq, Yq, A©, Fo, B„ 
se confondront avec les valeurs de $, y), X, Y^ A, F, B correspondantes 
à r'= o. Donc elles seront données par des équations de la forme 


,.î ,.î 


Remarquons d'ailleurs que les deux quantités désignées par ^0,0» 'Qo.o 
dans les équations (4) et (5) sont précisément les valeurs de $ et de yj 
correspondantes à un point situé sur l'axe de la verge. 

En résumé, l'on voit que, pendant le mouvement d'une verge droite 
et rectangulaire, les déplacements ^o» ^0 d'une molécule primitivement 
renfermée dans le plan des x, y, et les déplacements $0,0» ^0,0 d'un 
point primitivement situé sur l'axe, se déduiront des formules (1), 
(2), (3), (5), dont la première et les deux dernières devront être véri- 
fiées pour tous les points de la section faite dans la verge par le plan 
des d?, j, tandis que la seconde devra être vérifiée pour tous les points 
situés sur le contour de cette même section. Or les formules (i), (2), 
(5) sont entièrement semblables aux formules (2), (4), (22) des 

OKuvre» de C, — S. îl, t. IX. 4 


26 SUR L'ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT 

pages 246, 247, 25o du III* Volume ('); et, pour tirer les unes des 
autres, il suffit de remplacer A, F, B, X, Y, S, t] par Ao, ¥„, B», X„ Y„ 

$0, >)«, P par $, ,x = p par -^, -7 = ^ par -^. enfin Ç„ ?,,$».-••. 

^0» ^1» ^2» ••• P^^ *90,0» ^«,0» ^2,0» •••! ^0,0» ^1,0» ^2,0» •••• ^jClft pOSC» 

on pourra immédiatement transformer les équations qui expriment le 
mouvement d'une lame élastique droite et d'épaisseur constante, c'est- 
à-dir^ les équations (46) de la page 255 du III* Volume (*), de manière 
à obtenir les équations du mouvement de la verge droite et rectangu- 
laire qui, étant coupée par le plan des x, y, offrirait la même section 
que la lame élastique. En effet, pour opérer la transformation dont il 
s'agit, il suffira, dans les équations (46) de la page 255 du IIP Vo- 
lume ('), de substituer aux quantités 

Ço» ^1» ^0» ^i> ''îo» ^j» "o» *!» Ao, A| 

les quantités 

Ço,o» Çl,0» ^0,0» ^1,0» "Oo,©» ''îîiO» »0,0» »î,0» Ao,o» Aj^oî 

et alors, en réduisant le polynôme 

h^ àt^ 2 àt- ât^ 

au seul terme j-^ ~"i/T^' vis-à-vis duquel les deux autres peuvent être 
négligés, on trouvera 

(^) T-^:^^PL «'^^^-B" ^''^^'-^x-jJ-P-di^- 

Il ne reste plus qu'à exprimer les quantités A^^ot A,,o« produites par le 
développement de A© suivant les puissances ascendantes de r, à l'aide 


(« ) Œuvres fie Cauchy, S. H, T. Vlll, p. 290 et a94. 
(*) Ibid., p. 299. 
(») /6irf., p. 299. 
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des dérivées partielles de $0,0. ^o.o* Pour y parvenir, on observera 
d'abord que la section primitivement faite dans la verge par le plan 
des a?, y était comprise entre deux droites parallèles à Taxe des x et 
représentée par les équations 

(8) y^~h, y^h. 

Or les deux courbes, dans lesquelles ces deux droites se transforment 
en vertu des déplacements infiniment petits des molécules, diffèrent 
infiniment peu de ces mêmes droites. Donc, si l'on désigne par a, ^ 
les angles que forme la trace du plan normal a l'une de ces courbes 
sur le plan des a?, y avec les demi-axes des x et y positives, on 
aura sensiblement, c'est-à-dire en négligeant les quantités infiniment 
petites, 

(9) cosa = o, cos(3 —zpi; 

et les équations (2) donneront à très peu près, pour les points situés 
sur les courbes dont il s'agit, 

(10) Fo— o, Bo = -«. 

De plus, comme une droite primitivement parallèle à l'axe des j, et 
propre à mesurer la demi-épaisseur h de la verge dans l'état naturel, 
changera très peu de longueur et de direction en raison des déplace- 
ments infiniment petits des molécules, il est clair que, pendant la 
durée du mouvement, — A, -h A seront à très peu près les valeurs de r 
correspondantes aux deux courbes déjà mentionnées. Donc, en vertu 
des formules (10) réunies aux équations (3), on aura, sans erreur sen- 
sible, pour r = ~ A et pour r = A, 


(II) 


dx ày \dy ôx ) 


puis en substituant, dans la première des équations (3), les valeurs 
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des fonctions 

(12) ^y <^?o , àrio 

ày ^ dy ôx^ 

tiréos des formules (i i), savoir, 

ùy ÔJc bf — î>* bf — b' djc ' 

(i3) : 

ÔTi^ _ (f*» — a«o)P — f ^ fb — ff dto 
dy bf — b* bf — b* dj^ 

et faisant, pour abréger, 

^ , bf— bf . fb- ff , 

, ^ , abf — ûb* — bf * — fP -h 2 bff ^. 
(,5) ^^— ^^, -pûS 

(i6) ly? — (u H- kw 4- lo)P = n, 

on trouvera 

(17) Ao=pi2'g4-n. 

Concevons à présent que, en ayant égard à la première des équa- 
tions (5) et à l'équation analogue 

(lo) Aq^^ Ao,o H" Aj^o'' ~+" Aj^o 7~ -+-•••» 

on développe les deux membres de la formule (17) suivant les puis- 
sances ascendantes de r. Si l'on y pose ensuite successivement r= — h, 
r=/i, on en conclura, en négligeant les termes proportionnels au 
carré de A, 

(19) Ao.o-pa^%+n, 

D'autre part, en prenant a; et r pour variables indépendantes au lieu 


D'UNE VERGE RECTANGULAIRE. 29 

(le x'y, et faisant 

<btt>-».»)P + l.$ _ (»-l>«>)P-c$ _„„ 

on tirera des équations (i3) réunies aux formules (i4) 

c/r ûIj? d^ or dx 

puis, en développant les deux membres suivant les puissances ascen- 
dantes de r, posant r— ±: A, et négligeant les termes de l'ordre de h, 
on trouvera 

Par suite, l'équation (20) donnera 

(.4) A.,= pa«(K^«-^«). 

Si maintenant on substitue dans les formules (6) et (7) les valeurs 
de Ao,o» A,,o fournies par les équations (19) et (24), on obtiendra les 
suivantes : 


,.e, a.^(^-.^) + ^ = ï...*^(Y„. 


H-2 


^/j7 


Les équations (25) et (26) sont les seules qui, pendant le mouve- 
ment d'une verge élastique naturellement droite, subsistent, pour tous 
les points de l'axe, entre les variables indépendantes x^ /, et les dépla- 
cements $0,0» TQo.o mesurés parallèlement au plan des x, y. Ajoutons 
que, les fonctions ^0,0» ^0,0 étant supposées connues, on déterminera 
sans peine les valeurs approchées des pressions Ao, Fo, B© et des dépla- 
cements $0» TQo relatifs à un point pris au hasard dans le plan des x^ y. 
En effet, les équations 

(27) ?o=$o,o^?i,o'', Tno = Tno,o-HTni,o^, 

(28) Ao=Ao,o-H A,,o'', 
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réunies aux formules (19), (23) et (24), fourniront les valeurs ûe $o» 
r^o» Ao, aux quantités près de l'ordre de A*. Quant aux valeurs appro- 
chées de Fo, Bo, elles seront déterminées par des équations semblables 
aux formules (47) de la page 255 du III* Volume (*), et que l'on dé- 
duira immédiatement de ces formules en écrivant 

Fot Bq, çi,o> ""Oi,©» ^1,0» »i,o» Ai,o et Vi 

au lieu de 

F, B, Ç,, Y)„ X„ Y„ Al et P. 

On trouvera ainsi, en négligeant les termes proportionnels au cube 

if.=K^'*K''"-^i")]'*--'^»- 

b.=-*+5p(y...-^-jJ^-)(a.-..). 

Il est maintenant facile d'établir les conditions particulières aux- 
quelles doivent satisfaire les deux fonctions $0.0» ^Qo.o P^ur les points 
situés aux extrémités de Taxe de la verge. Effectivement, si l'on sup- 
pose la verge terminée du côté des x positives et du côté des x néga- 
tives par des plans perpendiculaires à l'axe, et qui supportent en 
chacun de leurs points une nouvelle pression désignée par y, on aura, 
pour ces mêmes points, 

(3o) A^-», F=ro; 

puis, en posant dans les formules (3o) r' — o, on trouvera 

(3l) A«rz — in, Fo"0. 

Enfin, après avoir substitué dans ces dernières les valeurs de A^, F^ 
tirées des équations (28) et (29), on en conclura 

(32) Ao,o= — », 

(33) A...-=o. ^^^»^p(x.,-^;.-»):.o 

( ') OEuvrcs' de Cauchr, S. II, t. VIU, p. 299. 
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ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (19), (aS), (24). 
(25) et (26), 

(34) fl.%»-H!L±lî=o, 

ôx p 

Les conditions (34) et (35) devront être remplies pour chacune des 
deux extrémités de la verge ^élastique, si ces deux extrémités sont 
libres. Au contraire, si ces extrémités deviennent fixes, ou plutôt, si, 
les extrémités de l'axe étant fixes, les points renfermés dans les plans 
qui terminent la verge du côté des x positives ou négatives sont assu- 
jettis de manière à n'en point sortir, on aura, pour les abscisses cor- 
respondantes aux plans dont il s'agit, non seulement 

(36) ^0.0 = 0, 

(3;) tîo,o = o, 

mais encore 

l ~ $0,0-+- ?i,o^ H- $0.1^' — O, 

quelles que soient les valeurs de r, r', et par conséquent 

(38) ^..o^o 

ou, ce qui revient au même, 

(39) ^" = ^ %^ -- "'• 

Si la verge élastique offrait une extrémité libre et une extrémité fixe, 
les conditions (34), (35) devraient être vérifiées pour la première 
extrémité, et les conditions (36), (37), (39) pour la seconde. 

Les équations et conditions ci-dessus établies suffisent à la détermi- 
nation complète des inconnues ^o.o» ^0,0 fl^* représentent, pour un 
point quelconque situé sur l'axe de la verge, les déplacements me- 
surés parallèlement au plan des x, y. Si l'on voulait déterminer en 
outre le déplacement Ç^^^ de ce point dans le sens de la coordonnée -s, 
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on y parviendrait sans peine en échangeant entre elles, dans les cal- 
culs qui précèdent, les quantités qui correspondent à Taxe des v et k 
Taxe des z. Alors on retrouverait toujours les équations (G), (19) et 
(2:)), ainsi que les conditions (3/^), (36). Mais les équations (7), 
(20), (23), (24), (2()) seraient remplacées par d'autres équations de 
la forme 

m 

(42) ç,.,+ -^--_«-^+U„ ;,,,_f-^+u., 

* 

Mf jf» n,. Ha désignant quatre nouveaux coefficients dont les valeurs 
seraient données par des formules semblables aux équations (i/|) ou 
(21), et I l'épaisseur de la verge mesurée parallèlement à Taxe des z. 
Pareillement, à la place des conditions (35), (37), (39) on trouverait 


celles-ci : 






(4(5) ?o\o— 0, 




En résumé, pour obtenir la valeur de l'inconnue ^^ 0» il sutTîra d'in- 
tégrer l'équation (2:5) de manière ii pemplir, pour chaque extrémité 
libre de la verge, la condition (34), et pour chaque extrémité fixe la 
condition (3G). De même, on obtiendra la valeur de l'inconnue r^o,„ à 
l'aide de l'équation (26) réunie aux conditions (3:5 \ ou bien aux con- 
ditions (37) et ((39\ et la valeur de l'inconnue ÎI„ ^, k l'aide de l'équa- 
tion (44) réunie aux conditions (45), ou aux conditions (4^). Ajou- 
tons que, les inconnues Ç^ „, r^„,„, Ç^ „ étant une fois déterminées, on 
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pourra fixer la valeur approchée do $ à l'aide des formules (23) et 
( 42) réunies à la suivante 

(47) ? = Uo + ^i,o/-H-^o.i^', 

OU, ce qui revient au même, à l'aide de la formule 

(48) 5^?..o- (*%• - ^J^» -^n') . + (itf^» - '^^-0 ^n.),-'. 

Effectivement, si Ton regarde les épaisseurs ih et ii comme des quan- 
tités infiniment petites du premier ordre, la valeur générale de S, ou le 
déplacement d'un point quelconque de la verge élastique, mesuré pa- 
rallèlement k l'axe des x^ sera déterminé par l'équation (48) avec une 
approximation qui ne comportera qu'une erreur du second ordre seu- 
lement. 

Si l'on voulait considérer une verge élastique, non plus dans l'état 
de mouvement, mais dans l'état d'équilibre, il suffirait de supprimer, 
dans les équations (2.5), (26), (44). l<?s dérivées relatives à /, savoir : 

<^'?o.o <^*^o.o <^'Co .o 

et dans la seconde des formules (35) ou (45), le terme 

dx dx 

qui, en vertu de l'équation (26) ou (44)» diffère très peu de l'expres- 
sion 

dx dt* ôx dt^ 

Revenons au cas où la verge élastique se meut. Si l'on suppose cette 
verge extraite d'un corps solide qui offrait trois axes d'élasticité rec- 
tangulaires et parallèles aux axes des x, y, s, les neuf coefficients dé- 
signés dans l'article précédent par 

u, v, w, u', v', w', u% v', w" 

Œuvres de C. — S. H, t. IX. 5 
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s'évanouiront, et les constantes a, b, c^î>, e, f; u, n, tu seront détermi- 
nées par les formules (57), (58) du même article. En conséquence, 
les formules (i4), (i5), (16) et (21) donneront 

/ / \ L , de — cf 

.K V ^, abc — ad*— be»— cPh- 2def 
(50) pft.^ ^-_^, . 

(5.) n=.^^;$+J^.p. 

bç — d* bc — d* 

On trouvera, de même, en substituant aux quantités k, I; II', H" les 
quantités jRf f; IIi, H^, et en changeant entre elles : i** les deux let- 
tres b et c, 2^ les deux lettres e et f, 3** les pressions P et ï*, 

(53) «=0. c-?^:, 

bc — d* 

(54) n.^0, n.^g^.f-5^P. 

Cela posé, dans l'hypothèse admise, les équations (26), (44)» qui 
fournissent les valeurs de yjo.o» ^0,0 relatives à un point quelconque de 
l'axe de la verge, deviendront respectivement 

<^^^ " 3 "d^ -^ -5ii" - ^•' "^ 6 p-' ■*■ ' -srj ' 

tandis que l'on aura, pour une extrémité libre, 


(58) ^" = 0. «•t,%-' = X,.. 
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et, pour une extrémité fixe, 

(59) tîo,o=o, ^=o, 

(60) Ço,o=o, -J^-o. 

Au reste, il n'est pas nécessaire de recourir à Thypothëse dont il s'agit 
pour obtenir les équations (55), (56) avec les conditions (57), (58), 
(59), (60), et l'on retrouvera encore ces diverses formules, si l'on 
suppose les valeurs de $0,0» ^o.o constamment nulles, pendant le mou- 
vement de la verge élastique, ainsi que les deux pressions extérieures 
P, «. 

Concevons à présent que la force accélératrice 9 devienne constante 
et constamment parallèle a elle-même. Admettons, en outre, que les 
trois pressions extérieures P, $, fl s'évanouissent. Alors on aura 

Par suite, les équations (25), (55), (56) donneront 
(6') ^-d^^^--dF" 

Dans le même cas, les conditions (36), (Sq), (60) devront être rem- 
plies pour une extrémité fixe de la verge élastique. Mais les condi- 
tions (34), (57), (58), relatives à une extrémité libre, devront être 
remplacées par les formules 

(64) -^ - o, 

(66) -dF--*'' S^-''' 


i 
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Enfin, si l'on suppose que la force accélératrice ç s'évanouisse, les 
équations (ôf), (62), (63) deviendront respectivement 

(68) S2 ____+____ o. 

La constante û, comprise dans la plupart des formules que nous 
avons obtenues, représente évidemment la vitesse du son dans une 
verge élastique droite, d'une longueur indéfinie. C'est du moins ce que 
l'on prouvera sans peine, à l'aide de l'équation (67), en raisonnant 
comme nous l'avons fait à la page 269 du 111* Volume (*). D'autre 
part, si l'on nomme £ la dilatation linéaire de la verge élastique me- 
surée en un point quelconque x, j, z suivant une droite parallèle à 
l'axe des x, il suffira, pour déterminer £, de réduire, dans la for- 
mule (9) de l'article précédent, l'angle a à zéro, et chacun des angles ^, 

Y à -; en sorte que l'on trouvera 
Donc l'équation 

(7O A:^pû'||-f-n, 

qui subsistera, en vertu de la formule (19)» pour chacune des extré- 
mités de l'axe de la verge élastique, pourra s'écrire comme il suit 

(72) A--pî2«g-i-n. 

Ajoutons que les quantités Cl et H, dont la première est déterminée 
par la formule (i5), pourront être facilement exprimées en fonction 
des pressions P, ^r, et des quinze coefficients a, b, c, d, e, f, u, v, w, 

(») Œuvres de Cauchj, S. U, T. Vm, p. 3i6. 
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u', v\ \v , u", v", w" renfermés dans les équations (5), (G) de l'article 
précédent. En effet, Téquation (17) étant le résultat de Félimination 
des expressions (12) entre les formules (3) et (10), et les formules (3) 
se confondant avec les formules (25) ou (33) de l'article précédent, 
c'est-à-dire avec celles que produit l'élimination des quantités 

^_^^, ^^^, 'Il 
dx âz dy dz àz 

entre les équations (5), (6) et (22) du même article, il est clair que 
Téquation (71) pourra être immédiatement fournie par l'élimination 
des cinq quantités 

5 ^ d^Ç diQ d[Ç ^ ^ ^; É^Y) 

' dy^ dz^ dz ày^ dx dz' dy dx 

entre les formules (5), (6) des pages 10 et 1 1 et les suivantes 

(74) 8=3-$, C = -P, D = 0, E=:0, FnrO. 

Dans le cas particulier où les pressions P, 9 s'évanouissent, la for- 
mule (71), réduite à 

(75) A:=pû.g, 

est celle que l'on trouve quand on élimine les expressions (73) entre 
les formules 

(76) B = o, C = o, Dr=o, E = o, F = o 

et les équations (5), (6) de l'article précédent. Alors aussi on tire de 
la formule (72) 

(77) Û*=^- 

Donc, pour obtenir le carré de la vitesse du son dans une verge élas- 
tique qui a pour axe l'axe des a;, il suffît de chercher ce que deviennent 
la quantité A, c'est-à-dire la projection algébrique sur Taxe des x de la 
pression ou tension p' supportée par un plan perpendiculaire à cet 
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axe, et la condensation ou dilatation =p £ mesurée parallèlement au 
même axe, tandis que les deux autres composantes de la pression/?', 
et les pressions p\ p" supportées par des plans perpendiculaires aux 
axes des j et 5 s'évanouissent; puis de diviser la quantité \ = -çzp' par 
la condensation ou dilatation =1= £ et par la densité p. Cette proposition 
subsistant d'ailleurs, quel que soit l'axe des a?, peut être remplacée 
par le théorème suivant : 

Théorème. — Une vierge élastique étant extraite d*un corps solide homo- 
gène qui n'offre pas la même élasticité dans tous les sens, pour obtenir le • 
carré de la vitesse du son dans cette verge indéfiniment prolongée, il suffit 
de chercher ce que deviennent, en un point quelconque du corps solide^ la 
dilatation ou condensation linéaire ± £, mesurée parallèlement à l'cure 
de la verge, et la pression ou tension p' supportée par un plan perpendicu- 
laire à cet axe, tandis que les pressions ou tensions principales se réduisent 
l'une àp\ les deux autres à zéro, puis de diviser la dilatation ou condensa- 
tion ± tpar le facteur p' et par la densité p. 

Le rapport qui existe pour une verge élastique et rectangulaire, 
dont les faces latérales sont soumises à des pressions extérieures nulles, 
et dont l'épaisseur ou les épaisseurs sont très petites, entre la pression 
ou tension supportée par un plan perpendiculaire à l'axe et la conden- 
sation ou dilatation mesurée suivant cet axe, est ce que nous nomme- 
^ rons désormais Vélasticité de la verge. Cela posé, il résulte du théorème 
précédent que, dans une verge élastique, extraite d'un corps homo- 
gène, et indéfiniment prolongée, la vitesse de propagation du son est 
proportionnelle k la racine carrée de l'élasticité. 

Nous terminerons cet article en indiquant quelques applications des 
formules qu'il renferme. 

Observons d'abord que, si la force accélératrice ç et les pressions 
extérieures P, $, |l s'évanouissent, les valeurs des inconnues $0.0» ^o.o» 
^0,0» déterminées à l'aide des équations (67), (68), (69) et des condi- 
tions (36), (^9), (60) ou (64), (65), (66), dépendront uniquement 
de la vitesse û, des trois dimensions de la verge élastique et de son 
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état initial. Donc ces valeurs ne dilTéreront pas de celles qu'on obtien- 
drait en considérant une verge élastique extraite d'un corps solide 
dont rélasticité resterait la même dans tous les sens; et elles seront 
semblables [voir la p. 365 du III* Volume (*)] aux valeurs de Sot ^o 
relatives à une lame élastique droite. On doit en conclure que les rela- 
tions trouvées dans le IIP Volume [p. 270 et suivantes (*)] entre la 
vitesse û, la longueur ou l'épaisseur d'une lame élastique, et les sons 
produits par les vibrations longitudinales ou transversales de cette 
lame, continueront de subsister pour une verge élastique homogène, 
lors même que l'élasticité de cette verge deviendra variable avec la 
direction de son axe. Ainsi, par exemple, si l'on nomme a la longueur 
de la verge élastique, et N le plus petit nombre de vibrations longitu- 
dinales que cette verge, supposée libre, puisse exécuter pendant l'u- 
nité de temps, on aura 

(78) N==-^. 

De plus, le nombre des vibrations transversales exécutées par la même 
verge parallèlement à l'axe des j, ou parallèlement à l'axe des 5, sera 

l'une des valeurs de - fournies par l'équation (124) [p. 270 du III*^ Vo- 

lume (')] ou par celle qu'on en déduit, quand on substitue l'épaisseur i 
a l'épaisseur A. Donc, si les deux épaisseurs h et i deviennent égales, 
les vibrations transversales exécutées parallèlement aux axes des j et:; 
produiront toujours les mêmes sons. Il était important de voir si cette 
conclusion, qui peut paraître singulière quand on suppose la ^rge 
extraite d'un corps solide dont l'élasticité n'est pas la même dans tous 
les sens, serait confirmée par l'observation. Ayant consulté, à ce sujet, 
M. Savart, j'ai eu la satisfaction d'apprendre que des expériences qu'il 
avait entreprises, sans connaître mes formules, l'avaient précisément 
conduit au même résultat. 

(*) Œuvres de Cauchjy S. II, T. VIII, p. 4*^2. 
(*) Ibid,, p. 3 16 et suiv. 
(•) Ibid,, p. 317. 
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En considérant, dans cet article et dans le précédent, des plaques 
ou des verges élastiques extraites de corps solides qui n'offraient pas 
la même élasticité en tous sens, j'ai supposé que ces plaques ou verges 
étaient naturellement planes ou naturellement droites et douées d'une 
épaisseur constante. Mais on pourrait, par des calculs du même genre, 
établir les équations d'équilibre ou de mouvement de plaques ou de 
verges naturellement courbes ou d'une épaisseur variable, et l'on ob- 
tiendrait alors des formules analogues k celles que j'ai données dans 
les derniers articles du III* Volume (*). 

( » ) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 288 et suiv. 
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SUPPORTEES 


EN UN POINT DONNÉ D'UN CORPS SOLIDE 


PAR TROIS PLANS PERPENDICULAIRES ENTRE EUX. 


Rapportons la position d'un corps solide à trois axes rectangulaires 
des 07, j, s. Soit le point qui correspond aux coordonnées (o?, j, s). 
Supposons que par le point on mené : i® trois plans parallèles aux 
plans coordonnés; 2° trois autres plans perpendiculaires entre eux. 
Soient d'ailleurs 

*o P<f Y< ; «2» Pa» Y2; 0C5, Pj, Ya les angles formés avec les demi-axes 
des coordonnées positives par trois autres demi-axes OL, OM, ON, 
perpendiculaires aux trois derniers plans, et partant du point ; 

Pif P2f P% les pressions ou tensions supportées au point par les faces 
des mêmes plans qui regardent les trois demi-axes OL, OM, ON; 

^1» V-if^i'f ^2» (^2» ^2î ^3> (^3» ^s 'es angles formés avec les demi-axes 
des coordonnées positives par les pressions ou tensions/><,/i2,/?3; 

/>',/?",/?" les pressions ou tensions supportées au point par les plans 
perpendiculaires aux axes coordonnés; 

A, F, E; F, B, D; E, D, C les projections algébriques des pressions ou 
tensions/?',/?", z?**; 

JU, §, C; ^, ifc, (0*; C, ©, a ce que deviennent les projections algébriques 
des forces/?,, /?a,p3, quand on prend pour demi-axes des coordon- 
nées positives les trois demi-axes OL, OM, ON. 
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On aura, en vertu des formules (3) de la page 162 du III*' Volume (*), 


(0 


(^) 


(3) 


p, cosX, r= Acosa, -H F cos^i-h E cosy,, 
Px cos|jL, =: F cosa, H- B cos^, -i- D cosyi, 
/>, cosv, := E ces ai -I- Dcos^iH- C cosy, ; 

/>, cosX, = A ces aj -4- F ces (3i -4- E cosy,, 
/?, cos|jL,= F cosaj-f- Bcos^j-i- Dcosy,, 
p, cosvj rrzE cosaj-f- D cos p, -f- C cosy,; 

Pi cos X| = A cos a, -I- F cos ^3 -4- E cos y„ 
/>, cos/Jts— F cosaa-f- B cos Pi -^ D cosya, 
PjCosvj -— E cosas-T- D cosjîj-i- C cosyg. 


De plus, comme la direction de la force/?, formera évidemment avec 

les demi-axes OL, CM, ON des angles qui auront pour cosinus les trois 

expressions 

cosX, cosai-h cosjjLi cos^jH- cosv, cosy,, 

cosX, cosaj-+- cosfjL, cos(3,-t- cosv, cosy,, 

cosX, cosaj-t- cos|jt, cosp,-i- cosv, cosys, 


on trouvera 


(4) 


/ X nr p, (cosX, cosa, -h cosfjL, cos (3, -h cosv, cosy,), 
' .T = y», (cosA, cosa, -h cosjUL, cosj3,-h cosv, cosy,), 
( C — /?i(cosX, cosaa-f- cos/jL, cos{3j-i- cosv, cosys). 


On trouvera de même 


(5) 


et 


(^) 


\ 


^ =: />,(cosXjCOsa, -H cosfJL, cosj3,-4- cosv, cosy,), 
}S\) -zz /?,(cosX, cosa,-4- cosjUL, cos (3,-+- cosv, cosy,), 


[ (0 — />,(cos)., cosaj-f- cos|jL,cosJ33-f- cosv, cosy^) 


/ C =r/?3(cosX8 cosa, -h cos/jL,cos3,^ cosv, cosy,), 
' (Ç) — /?j(cosX5Cpsa,-H cos]UL5Cos[3,-^cosvjCOsys), 
( 3 = yr,, ( COS >3 COS as -h cos fjL, COS j3j h- cos Vj cos y 3 ) . 


C) OEtwre^ de diuchy. S. II, T. VIII, p. 197. 
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^3 


Si maintenant on substitue, dans les équations (4), (5). (^)» les va- 
leurs (le/?,cosX,,/>,cos[x tirées des équations (i), (2), (3), on 

obtiendra les six formules 


<i» 


(7) 


A ces' ai -h B ces* (3i 4- C cos* y, 

H- 2Dcos(3iCOsy,-f- aEcosyi cosai 

iJl) =z A ces* «j H- B ces* Pî -h C cos* y, 

-+- 2D ces (3, ces y, -h QEcosy, cosaj 

G = Acos'aj-h BcQs'Ps+Ccos^ys 

2D cos{3, cosys-h aE cosyj cosaa 


co 


2 F ces a, cos(3,, 


2FcosaiCOs(3„ 


aFcosajCOsPa; 


m A cos a, cos as -h B ces (3, cos Pa -h C cos y, cos y, 
4- D(cos[3, cosya H- cos (33 cosy, ) 
-f- E(cosy, cosaa -4- cosyj cosa,) 


E(cosy, cosaa 

cosaa cos Pj)j 


(8) 


-t-F(cosajCOs[33 . . .,. 

A cosaa cosa, 4- B cos^, cosjSj h- C cosy, cosy» 
-h DCcos^a cosy, 4- cos (3, cosya ) 
-f-E (cosya cosa, -r cosy, cosaa) 
-h F (cosaa cosj3, -1- cosa, cos (3,), 

A cosa, cosaj-h B cos^, cosP,-+- C cosy, cosy, 
H- D (cos^i cosy, -h cos^j cosy, ) 
-+- E(cosy, cosa, -f- cosy, cosa,) 
-+-F(cosai cos(3,-f- cosa, cos^,). 

Ces six formules fournissent le moyen de calculer les projections algé- 
briques des pressions •/?,,/^2»/'3» supportées par trois plans perpendi- 
culaires entre eux, sur trois demi-axes perpendiculaires à ces mêmes 
plans, quand on connaît les projections algébriques des pressions sup- 
portées par trois plans parallèles aux plans coordonnés sur les axes des 

Observons encore que, les demi-axes OL, OM, ON étant perpendicu- 
laires l'un à l'autre, on aura, en vertu de formules connues. 


cos' a, -+- cos* a, -h cos' aj — i , 

(9) l cos*p,4-cos«i3,-+-cos-[33='i 

( cos'y, -H cos'y, -h cos'ya = i , 


cos(3, cosy, H- cos (3, cosy, -h cos(3a cosya — o, 
cosy, cos a, -h cosy, cos a, -h cosya cosaa^^ o, 
cos a, cos (3, -h cos a, cos (3, -f- cos aa cos (3, = o. 


u 


• SLR LES PRESSIONS OU TENSIONS 


Par suite, on tirera des équations (4)f (5), (6) 


cosa,-H.f cosa,-t-C cosa8:r:/>iCOsX, =: Acosat-HFcos(3t^- Ecosy,, 

(jo) { § cosai-i-'Ol>cosa,-h (Dcosota^ /^jCOsX, =: Acosa,-h Fcos(3f-H Ecosyt, 

C cosai-hCD cos«t-i- 3 cosa»-^ pjCOsX, = \cosa,-H FcosP,-+- Ecosy,; 


(II) 


«^cos{3i-4-# ces (3, 

- ef COS(3i4- liliCOS^, 

( C cos(3i-+-(Dcos(3, 


C cosp," 
(Dcoslîs- 

SCOSPa-- 


ACOSfXi: 

pi CCS fis - 
/^jCOSfX,: 


F cosa, -+-Bcos(3, 
B cos ^, 
Rcos(3s 


F cosocf 
F cos «s 


Dcos/i, 
Dcosy,, 
Dcosya; 


/ e-l»cosyi-+- .f co«yj-h C cosy, rr;/>,cosvi =Ecosa|-h DcosPi-h C cosy,, 

(i:î) < .f cosy,4- \)l)C0sy,-i- (Dcosys— /[>,cosv, = Ecos«f-F- Dcos^f-f- Ccosy,, 

( C cosyiH-Ocosy, -h G cosy,— /?,cosv, — Ecosa,-h DcosPj-hCcosyi; 

puis on conclura des formules (lo), (ii), (12) 


(i3) 


X cos* a, -h i<b cos* a, -^ 3 cos* a, 

-H 2(ôcosajCOSaj-i- a C cos a, cos «i -h a^cosai cos «s, 

;* Pi -+- iiîï cos' p, -+- 3 cos* p^ 
2(Dcosj3, cos(3,-i- 2Ccosj3,cos(3i-+- a^f cos(3, cos(3, 

r.%e cos*y, 4- Mi> cos* y, h- 3 cos' y, 

-f- 2(0cosyi cosyi ~\- '^C cosys cosyi -h a^cosy, cosyi; 


Ar:^ 


B zn 0.^ cos 


C:r= 


Sf 


/ D 


E = 


X cos(3, cosyi -+- ill» cos|3, cosy, H- 3 cos {3, cosy, 
-f- (î)(cosP,cosyj-h cos(3sCOsyj) 

C (COS^aCOSyi-H COSJÎiCOSya) 

ê (cosj3i cosyt4- cosi3, cosyi), 

\)bcosyt cos a, -h 3 cosy, cos a. 


(•4) 


-.l>cosy, cos ai -I- \)bcosyt cosa»^ 
-h (D ( cos y, cos «1 4- cos y, cos a, ) 
-h C ( cos y, cos ai 4- cos y, cos a, ) 
-«-^ (cosyi cosai4- cosy, cosai). 


Xcosai cosj3i 
(£)(cosasCosj33 


\ 


iJbcosa, C0S(3,-r 

cos a, cos{3x) 
cos ai cosPs) 


3 cos as cos (3, 


C (cosaj cos Pi 4- cos ai cosps ) 
S (cosai cos|3,4- cosa, cos(3,). 


On pourrait, au reste, déduire les équations (i3) et (i4) des équa- 


SUPPORTÉES PAR TROIS PLANS ETC. ^5 

tions(7) et (8) à Taide d'un échange oï)éré entre le système des demi- 
axes des rc, j, z positives et le système des demi-axes CL, OM, ON. 

Concevons, à présent, que les pressions ou tensions principales 
soient précisément celles qui ont été désignées par /?,, p^, p^, et que, 
de ces trois pressions ou tensions, les deux dernières s'évanouissent. 
On aura 

(i5) JU=±:/>,, Tft>=:o, G = o, • (Dirro, C = o, ^ = o. 

m 

Par suite, les formules (i3) et (i4) donneront 

( A ^ Jl»cos*«t> B=:<Jl)Cos*{3,, C =:eAé>cos'y,, 

( D=:*^cos(3i cosy,, E=i .JUcosyi cosai, F=i JUcos«i cos(3|. 

De même, si, en attribuant des valeurs nulles à deux des pressions ou 
tensions principales qui correspondent au point (it?, j, 5), on suppo- 
sait la troisième pression ou tension principale dirigée suivant la 
droite qui forme avec les demi-axes des coordonnées positives, non 
plus les angles a,^ Pi» Y^ mais les angles a, p, y, on trouverait, en dé- 
signant par JU cette pression prise avec le signe —, ou cette tension 
prise avec le signe 


A = <vil»cos*a, B=:Xcos*(3, C = JUcos*y, 

('7) i 

D = *)U cos(3 cosy, E = Jl» cosy cosa, F = JU cosa cos|3. 

D'autre part, si Ton nomme p la densité naturelle du corps solide 
supposé élastique et homogène, e la dilatation linéaire mesurée au 
point (a?, j, z) suivant la droite dont il s'agit, et Q la vitesse de pro- 
pagation du son dans une verge rectangulaire infiniment mince, qui 
aurait pour axe cette même droite, on trouvera, en vertu de la for- 
mule (77) de l'article précédent, 

(18) Û«=zJ. 

Enfin, si l'on désigne par ^, y], ^ les déplacements infiniment petits du 
point (07, y, z) mesurés parallèlement aux axes coordonnés, on aura 
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[voir la formule (9) de la page 1 1] 

d^ , ^T) ,0 <^C . 
e = -T-^cos'a-t- -7-cos'S+ -r-cos'y 
da; av oz ' 

('9) i 

fàn dK\ „ {dl dc,\ ( dl ■ dr)\ 

« 

puis on conclura des équations (17) et (18), combinées avec les for- 
mules (5) et (6) des pages 10 et m, 

ai, .d-n dK f&n dK\ ( d% dl\ ( dl dn\ _. 

, J ,rfc • y art ,dX ,(&n d%\ ,(dK d^X ,/dP dtjX 


à^ ,àv dr ,/dn , dKX , ( d% dl\ J dl dr^\ _, 

/ dl ,dn „d<: j/'^ , dK\ ,J dX dl\ , ( dl <^r) \ _, 

, s,dl ,dt\ ,dX , Jdi\ , dr,\ (dX dl\ (dl di\\ 

M ,dX ,(dn dX\ (dX dl\ .(dl drt\ 


àl 

W-3-^ -I- 

djc 


Cela posé, l'élimination des six quantités 


(32) 


dl 

dn 

dK 

dn _^dK 

dX _^ài 

dl â-n 

dx 

à/ 

dz' 

ds dy* 

dx dz 

ày dx 


entre les équations (19), (20) et (21) produira évidemment une autre 
équation de la forme 

-^r^ — 3cos*aM-llcos*p -H Ccos*y 

4- 2iD cos*(3cos*y h- !a€cos*y cos'a -h 2^cos'acos'{3 
^^i \ -h 2Kcos*a cos^cosy -h 2V cos'acosy -h 2IW cos'acos(3 

-i- an' cos'|3 cosy 4- 2l»'cosacos'{3 cosy 4- 2Wcosacos*{3 
4- 2 H'' ces {3 ces' y 4- 2 H' ces a ces' y 4- 2llP''cosacosp cos'y, 

a, «, C, ID, €, f, lï, î), uj, u', D', tD', r, î)% îO'^ désignant de nouvelles 
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constantes qui seront exprimées à Taide des quinze coefficients a, b, 
c, d, e, f, u, V, w, u', v', w', u", v", w". L'équation (23) fait voir com- 
ment la vitesse de propagation du son, dans une verge rectangulaire 
infiniment mince, extraite d'un corps élastique, varie avec les angles a, 
p, Y qui déterminent la direction que prenait dans ce même corps l'axe 
de la verge. 

Concevons maintenant que, à partir du point {x^y^ z), on porte sur 
la droite qui forme avec les demi-axes des coordonnées positives les 
angles a, p, y, une longueur dont le carré représente le produit ûy^, 
et désignons par a? -h x, j -+- y, -s -h z les coordonnées de l'extrémité 
de cette longueur. On aura 

(24) ^^^-^. = -^=::+:p*Û% 

^ ' cosa cosp cosy ^ 

et l'on tirera de la formule (23) 

^x*-4- lïy*-h €z*-f- 2JIDy*z*-t- 2(Éz*x*h- 2ix*y* 

— 2x'(Uyz 4-1>zx H-HPxy) 

20) { 

4- 2y*(1l'yz -f-1>'zx»-t- Wxy) 

-+- 2z*(îï''yz-Hl>"zx H- Wxy) i=:I. 

Cette dernière équation appartient à une surface du quatrième degré qui 
a pour centre le point (^f j, x;); et, comme le rayon vecteur mené do ce 
centre à un point de la surface est d'autant plus grand que la vitesse Û 
est plus petite, on peut affirmer que la vitesse û acquiert une valeur 
minimum quand ce rayon vecteur devient un maximum, et une valeur 
maximum quand ce rayon vecteur devient un minimum. Dans l'un et 
l'autre cas, les coordonnées x, y, z dTe l'extrémité du rayon vecteur 
vérifient la formule 

axJ4_iy«-t-«z«-hKyz -4-Uzx 4-Wxy -+- -^(Wx«-4-11P'y*-4- W'^z*) + — (Ux» -h m'y» -hU'^z») 

;h, / — ^x'-hlïy* -h «z«H-K'yz -hU'zx -+-Wxy -f- — («X* -+-U'y* -t-H'^z*) -f- —(Wx« -h Wy» -+-«!'• z«) 

2y 2y 

I 

Cx*-f-«y*-hCz:«-Ml''yz-hl>'zx-h Wxy-h — (t)x« -^-^'^^ -f-U^z*) -+- -^(«x* -f-U'y» -kU'^z»). 

A Ma a ià 
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Donc par suite, lorsque la vitesse SI deviendra un maximum ou un 
minimum, on aura 


(V) 


3 cos*a -+- S cos*(3 h- € cos'y -h V cos^ cosy -h V cosy cos« 4- ^ cosa cos(3 

cos 3 cosy 

^ !i-(ll9eos'a -hUP'cos'û 4-llï*cos*y) h -'-(IPcos'a-f-l^'cos'p -h IP^'cos'y) 

a cosa ^ ' 2 cosa ' 

= .f cos*a 4- 6cos'P 4-l^cos'y -i-*'cosPcosy -+-1>' cosy cosa -h HP' cos a cos (3 


cos 


^ (« cos'a 4- «' cos* (3 4- «' cos»y ) 


2 cos (3 
€cos'a 4-JDcos'P 


cosa 
2cos(i) 


(HP cos* a 4- W cos* (3 4- 1*' cos* y) 


cosa 
2 cosy 


(1>cos*a 


€cos*y 4- «'cos (3 cosy 4- IP" cosy cosa 4-1*^''cosacosj3 

cos 3 

1>'cos*û 4-1>*cos*y) H ^(«cos*a 4- «'cos* (3 4-«'cos*y) 

' 2 cosy ' 

* 


pu* 


Si le corps solide que l'on considère offre trois axes d'élasticité rec- 
tangulaires entre eux et parallèles aux axes des a?, y, s, les neuf coefH- 


cients 


u, V, w, u', v\ w', u", v% w' 


s'évanouiront; et les formules (20), réduites aux suivantes 


(28) 


ôx dy 

ÔJT ay 
ôx dy 


e ^- =pû*£cos*a, 
d^ =pa*£COS*P, 
c -j^ — pû*£ cos*y, 


donneront 


Ôx 


Q, (bc — d*) cos* a 4- (de -— cf) cos*P -^ (U\ — he) cos*y 
^ abc — ad* — be* — cP 4- 2 def 


(29) 


^7 


^=pû*E 


(de — cncos*a 4- (ca — e*) cos'i3 4- (ef— ad)cos*y 
abc — ad* — be* — cl- -h 2 def 


dÇ _ Q, (fd — he) cos*a4-.(ef — ad)cos*p 4- (ab -^P)cos*y 
dz ~ ^ abc — ad- — be* — cl** 4- 2 del ' 
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tandis que l'on tirera des formules (21) 

(30) lp. + ^=pQ^,^J^ÎIJ^2î5, 

^ o.c oz ^ e 

dX on ^, cosacos3 
. OY ÔJr ^ 1 

Par suite, Téquation (-23) deviendra 

( -h 2J3cos=^cos'y 4- a^cos'y cos*a4- 2^cos^acos*(3, 

les valeurs de ^, ^, C, jD, €, s étant respectivement 

^ I)C — (1^ 

^ — — : — : — I — : — ;; » 


abc — ad- — be' — cP -h 2 def 


(32) < iJ =: 


c = 


ca — e' 


tibc — ad*— be*— cf*-H 2def ' 

ab-f* 
abc — ad* — be* — cP -h 2 def ' 


„ ef— ad I 

abc — ad-— be-— cP-h 2 def 2d 

(33) ' € =r 1 > 

abc — ad*— be- — cf*H-2def 2 e 

^ __ de — cf I 


abc — ad*— be'— cP-H2def 2f' 


ot les diverses valeurs du produit i2 y^ auront pour mesure les divers 
rayons vecteurs menés du point {oc, y, z) à la surface représentée par 
l'équation 

(34) ax*-+- ay* -+- Cz*-f- 2jDyïz*4- 2(6z*x*4- 2^x*y'= I. 

Alors aussi, en désignant par il\ fl", Q!" et par 12,, iî^, Q3 les valeurs 
de û correspondantes à des verges dont les axes seraient parallèles aux 

OF.uvres de C, — S. U, t. IX. 7 
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axes coordonnés, ou diviseraient les angles formés par ces derniers 
axes en parties égales, on trouverait : i" 

(35) ^=P^' ^. =P*' jpî=P'^5 


o» 


(36) < ôT = 






^ = ôP^^-+- 


')■ 


A l'aide des équations (3j) et (36), on peut fixer les valeurs des coef- 
ficients 3, fl, €, m, €, ^, lorsqu'on a déduit de l'expérience celles des 
vitesses û', û", fl"', £2,, £2a, Q;,. Ajoutons que, si l'on pose 

cosa=: cbsjî = cosy =1*1 -;-, 
, la formule (3i) donnera 

(37) ^, = P(a4-tî-+-a:-haiiH-Q€-ha^), 

i&' 9 


et, par conséquent, 


(38) _L~4/J_ + _L^J-^-.i/^JL + _L 


I 


Telle est la relation qui existe entre les vitesses Û', Û", û*; i2,, û^, ii^ 
et la vitesse ^ relative à une verge dont l'axe forme trois angles égaux 
avec les trois axes des x, y et s. 

Si l'on suppose les molécules du corps élastique primitivement dis- 
tribuées de la même manière par rapport aux trois plans menés par 
l'une^d'entre elles et parallèles aux plans coordonnés, on aura 

(89) a = b = c, d=:ei=f, 


a'-f-at — 2f*' "2f a*4-af— 2f^' 
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et l'équation (3i), combinée avec la formu}e connue 

cos'a -4- cos'j3 -h cos*y zr i, 
donnera 


u\ ^ Toi =^^(cos*« 4-cos*(3-i- cos*y) -+- 2i(cos*(icos'y -h cos*y cos-a -h cos*acos*i3) 
=1^ 4-(3 — i) (cos*«-hcos*j3 4-cos*y). 


(40 pû 


Alors aussi, en comparant la première des formules (2) et la dernière 
des formules (3) de la page 10 à la première des formules (38) et à la 
dernière des formules (39) de la page 199 du III* Volume des Exer- 
cices (*), on trouvera 

(4a) a=:pL, f=pR, 

et, par suite, on tirera des équations (4o)» 


(43) 


^p L»-+-LK-2R«* pUr L*+LR-2RV 


Enfin, si Télasticité du corps est la même dans tous les sens, la condi 
tion (45) de la page 201 du III* Volume (^), savoir 

(44) L = 3r/ 

sera remplie, et les formules (43) donneront 




Cela posé, l'équation (4i) pourra être réduite à 


(46) i2«z=-R=:- t, , 

^ ' 2 2 p 


(>) Œuvres de Cauchy, S. U, T. Vm, p. 238. 
(*) Ibid., p. a4i. 


oi SUR LA RELATION QUI EXISTE 

X,, [jL,, V,; Xj, [1.2, v, les angles formés avec les dcmUaxes des coordon- 
' nées positives par les pressions ou tensions /i,,/>2« 

ni, l'angle formé par la direction de la force p^ avec le demi-axe OM; 

rjj l'angle formé par la direction de la force /^^ avec le demi-axe OL; 

A, F, E; F, B, D; E, D, C les projections algébriques des pressions ou 
tensions supportées au point 0, et du côté des coordonnées posi- 
f ivos par trois plans perpendiculaires aux axes des x^ v, z. 

On trouvera 

/ ^icos/i = A cosa,-+-F cos|3|-f-E cosy,, 

(i) ' ^1 oosfjL, = F cosa|-HB cosp,-hD cosyi, 

( /?, cosv| z=E cosa|-hD cos^i-f-C cosy,, 

(0 COSBTi= COS>>, COSaj-f- COSfJL, COS^i-h COSV, C0S-/S, 

et, par suite, 

/?iC0SBT, = Aeosai cosaj4-B cos{3iCOsp,-V Ccosyicosyi 
-hI)(cosj3, cosy, -+-cos(3, cosyi) 
-hE(cosy, cosa,-i- cosy, cosa,) 
-h F (cosai cos(3,-h cosa, cosjîi). 

Ola posé, concevons que Ton vienne à échanger entre eux les demi- 
axes OL, OM. En vertu de cet échange, le premier membre de l'équa- 
tion (3) se transformera dans le produit /lacoscjj, tandis que le second 
membre restera invariable. On aura, en conséquence, 

(4) />tC0SBy8 = /?i cosBj|. 

Or les produits /i, costj,, p^co^xs.^ représenteront, au signe près, les 
projections de la force />, sur la droite OM, et de la force /?, sur la 
droite OL. On pourra donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème. — Si, par un point donné d*un corps solide, on mène deux 
axes qui forment entre eux un angle quelconque, la projection sur le pre- 
mier axe de la pression ou tension supportée par un plan perpendiculaire 
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(lu second sera équwalente à la projection sur ce second aa;e de la prcÈsion 
ou tension supportée par un plan perpendiculaire au premier. 

Il est bon d'observer que de ce théorème, ou de Téquation (3) qui 
le renferme, on peut immédiatement déduire les formules (7), (8), 
(10), (i i), (î2), (i3) et (i^) de rarlicie prérédenf. 


SLR LES VIBRATIONS LONGITUDINALES 


D L'NE 


VERGE CYLINDRIQUE OU PRISMATIQUE 


A HASE QUELCONQUE. 


Considérons une verge élîistique qui se confonde, dans l'état na- 
turel, avec un prisme ou un cylindre droit, dont la base, renfermée 
dans un contour de forme arbitraire, offre des dimensions très petites. 
Rapportons tous les points de l'espace a trois axes rectangulaires des 
a*, r, 5, en prenant pour axe des x une droite comprise dans l'épais- 
seur de la verge et parallèle aux arêtes du prisme ou aux génératrices 
du cylindre dont il. s'agit. Supposons d'ailleurs la verge soumise à une 

■ 

pression extérieure, mais constante, désignée par P; et soient, pendant 
le mouvement de la verge, 

(0 A, F, E; F, B, D; E, D, C 

les projections algébriques des pressions ou tensions que les plans, 
menés par le point (^. j, -) parallèlement aux plans desj, s, des 5, 
X et des x, y, supportent du côté des coordonnées positives. Soient 
enlin Q et R deux points correspondants à la même abscisse .r, et 
situés, l'un sur l'axe des x, l'autre sur la surface latérale de la verge 
élastique. Si l'on nomme a, ^, y les angles formés par la normale à 
cette surface avec les demi-axes des coordonnées positives, on aura 

(2) cosarzo, cos'|3 -hcos*y = 1, 

et, par suite, 

(^) 'cosy --=hsinJ3; 
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puis, en faisant coïncider le point (^, j, s) avec le point R, on tirert, 
des formules (4) de la page 3^9 du IIP Volume (*), 

( Fcos(3-i-Ecosy = 0, 

(4) \ 

( (Bh-P)cos(3-4- Deosy =:o, D cosP -+- (C -4- P)cosy ^o. 

Il y a plus, comme les valeurs de A, B, C, D, E, F ne varient pas sensi- 
blement lorsqu'on déplace le point (x, j, z) d'une quantité très petite, 
les formules (4) seront encore à très peu près exactes, si l'on^jubstitue 
au point R le point Q. Ajoutons que cette conclusion restera vraie, 
quelle que soit la position du point R sur le contour de la section faite 
dans la verge par un plan perpendiculaire à l'axe des x et correspon- 
dant à l'abscisse x. Donc, si ce contour présente une courbe continue, 
et dans laquelle la direction de la normale varie d'un point à un autre 
par degrés insensibles, on pourra considérer les formules (4) comme 
devant être vérifiées, pour un point Q choisi arbitrairement sur l'axe 
des X, quel que soit l'angle p, ou, ce qui revient au même, quel que 
soit le rapport de cos^ à cosy. On aura donc alors, pour tous les points 
de la.verge situés sur l'axe des x, 

(5) F~o, E = o, B-i-P = o, D = o, C-i-P=:o 

et, par conséquent, 

(6) B = C = — P, D = Ei=:F=:0. 

Il est d'ailleurs facile de s'assurer, a posteriori, que les valeurs de B, C, 
D, E, F, fournies par les équations (6), vérifient les formules (4), 
quels que soient les angles p et y. 

Si le contour de la section faite dans la verge par un plan perpendi- 
culaire à l'axe des x offrait un polygone rectiligne ou curviligne, alors 
aux diverses positions, que pourrait prendre le point R, correspon- 
draient au moins deux valeurs différentes du rapport £2^- d'où il est 

^^ cosy ' 

(») Œuvres de Cauc/if, S. H, T. Vffl, p. 383. 

(XFMvref de C. — S. U, t. IX. • 8 
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aisé de conclure que les formules (4) entraîneraient toujours les for- 
mules (6). 

Soient maintenant 

ç la force accélératrice appliquée au point (oi^fy* 5); 

^ le déplacement de ce point dans le sens des x positives; 

X la projection algébrique de la force 9 sur Taxe des abscisses; 

p la densité naturelle de la verge élastique. 

On aura [voir les formules (aS) et (28) de la page 166 du III* Vo- 
lume (*)] 

àk dF dE ^ d^i 

D'ailleurs, quand on réduira les deux coordonnées v et s à zéro, les 
valeurs de B, C, D, E, F seront celles que déterminent les formules (6). 
Donc alors Téquation (7) donnera 

De plus, comme les formules (6) coïncident avec les formules (74) de 
la page 87, quand on suppose dans ces dernières * = P, les équa- 
tions (5), (6) des pages 10 et 11, réunies aux formules (6) de la 
page 57, fourniront une valeur de Â semblable à celle que nous avons 
précédemment obtenue (p. 36), en sorte qu'on aura encore 

(9) A = pût^H-n. 

Seulement on devra remplacer * par P dans la seconde des for- 
mules (i5) et (16) de la page 28, à l'aide desquelles on pourra tou- 
jours déterminer les deux coefficients ù et n. Cela posé, on trouvera, 
pour tous les points de la verge situés sur l'axe des a?, 

(•0) «'S-^^=^- 

Ajoutons que, si la verge est terminée par deux plans perpendiculaires 

(>) Œuvres dô Cauchf, S, H, T. Vllf, p. aoa et 2o3. 
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à l'axe des x et dont chacun supporte une pression extérieure ^ diffé- 
rente de P, on aura, pour les deux extrémités de cette verge, suppo- 
sées libres, 

(II) . A = -P, 

ou, ce qui revient au même, 

(la) Q*-T^H ^=0. 

ax p 

Au contraire, si Tune des extrémités devient fixe, il faudra, pour cette 
extrémité, remplacer la condition (12) par la suivante 

(i3) $ = 0. 

Dans le cas particulier où la force accélératrice f et les pressions exté- 
rieures P, y s'évanouissent, l'équation (10) se réduit simplement à 


(i4) 

dx* àt* ' 

et la condition (12) à 


(ID) 

de, 
dx 


L'équation (lo) ou (i4)» réunie aux conditions (12), (i3) ou (i5), 
suffit évidemment pour déterminer le déplacement Ç d'un point quel- 
conque de la verge élastique dans le sens de l'abscisse o?, et, par con- 
séquent, les vibrations longitudinales de cette verge. Or ces équations 
et conditions sont absolument indépendantes de la forme de la section 
faite dans la verge élastique par un plan perpendiculaire à l'axe des x, 
et entièrement semblables aux formules qui déterminent les vibra- 
tions longitudinales d'une verge rectangulaire, c'est-a-dire aux for- 
mules (25), (67), (34), (36), (G4) des pages 29, 3i, 35 et 36. Donc 
les vibrations longitudinales d'une verge prismatique ou cylindrique à 
base quelconque seront les mêmes que celles d'une verge rectangu- 
laire. Ainsi, en désignant par a la longueur d'une verge prismatique 
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ou cylindrique, et par N le plus petit nombre de vibrations longitudi- 
nales que cette verge, supposée libre, puisse exécuter pendant l'unité 
de temps, on aura toujours [voir h formule (78) de la page 89] 

(16) N = — . ' 

De plus, quelle que soit la forme de la section transversale, Q repré- 
sentera la vitesse de propagation du son dans la verge indéfiniment 
prolongée, et pu' le rapport qui existe entre la pression A supportée 

par la section transversale et la dilatation longitudinale y 9 dans le cas 

oii les pressions extérieures s'évanouissent. Donc, en prenant ce rap- 
port pour mesure de l'élasticité de la verge, on pourra encore affirmer 
que la vitesse de propagation du son dans la verge est proportionnelle 
à la racine carrée de son élasticité. 

Les résultats que nous venons d'exposer subsistent, de quelque ma- 
nière que l'élasticité du corps, d'où l'on suppose la verge extraite, 
varie quand on passe d'une direction à une autre. Ils coïncident d'ail- 
leurs avec ceux que M. Poisson a obtenus, en considérant une verge 
extraite d'un corps solide dont l'élasticité reste la même en tous sens. 
Seulement, dans ce cas particulier, le coefficient Cl devient indépen- 
dant de la direction que présentait, avant l'extraction, l'axe de la verge 
élastique. 


SUR LÀ TORSION 


ET LES 


VIBRATIONS TOURNANTES D'UNE VERGE RECTANGULAIRE. 


Considérons, comme ci-dessus (p. 23), une verge rectangulaire qui, 
dans Tétat naturel, ait pour axe Taxe des or, pour densité la constante p, 
et pour section transversale un rectangle dont les côtés ih, ii soient 
respectivement parallèles aux axes des y et z. Supposons d'ailleurs 
que, cette verge venant à se mouvoir, on désigne, au bout du temps /, 
par ar, V, z les coordonnées de l'un de ses points, par X, Y, Z les 
projections algébriques de la force accélératrice appliquée au point 
(ip, j, 5), et par A, F, E; F, B, D; E, D, C les projections algébriques 
des pressions que supportent au même point, du côté des coordonnées 
positives, trois plans perpendiculaires aux axes des a?, j, 5. Soient 
encore a; — $, j — r], 5 — !^ les coordonnées initiales du point {x, j, :;), 
et concevons que les faces latérales de la verge, primitivement paral- 
lèles aux plans des a?, y et des x^ 5, soient soumises aux pressions 
extérieures et constantes P, ^JP. Enfin, désignons par 

les valeurs des déplacements Ç, r], ^, relatives au point qui, étant situé 
sur Taxe de la verge, correspond à l'abscisse x; et posons générale- 
ment 

Si l'on prend x^ y, z pour variables indépendantes, les formules (8) 
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cl (9) de la page 33 1 du III* Volume (*), savoir 

dk dF dE ^ d'^ 

dE dD dC r, d^K 

et 

(3) E = o, D = o, Cm— P, 

subsisteront, les trois premières pour un point quelconque delà verge 
en mouvement, les trois dernières pour r'=^i, r'= i\ tandis que l'on 
aura, pour r = — A et pour r = h, 

(4) F = o, B = — *, D = o. 

Quant aux pressions A, B, C, D» E, F, elles seront déterminées par les 
formules (11) et (12) de la page 12, si la verge élastique est extraite 
d*un corps solide qui offre trois axes d'élasticité parallèles aux axes 
coordonnés, et, dans Le cas contraire, par les formules (5), (6) des 
pages 10 et II. Déplus, on prouvera, par des raisonnements semblables 
à ceux dont nous avons fait usage à la page 248 du III* Volume (^), que, 
si Ton veut prendre pour variables indépendantes r et r" à la place des 
deux coordonnées j, s, il suffira d'écrire partout r au lieu de j, et r' au 
lieu de s, dans les formules dont il s'agit et dans les équations (2). On 
aura donc alors, pour tous les points de la verge élastique, 

d\ d¥ dE V à'^ 
dE dB dC „ d«C 

J^ -^ 1? -^ dF' '^ P ^ '- ^ dF ■ 

C) OEuvret de Cattchy, S. II, T. VIII, p. 38 j. 
(*) Ibid., p. 29'* . 
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Ajoutons que, pour tout point situé sur Taxe de la verge, on aura évi- 
demment 


et, par suite, 


r = o, /•' = o. 


Cela posé, si Ton développe les quantités 

ç, Y), U X, Y, Z; A, B, C; D, E, F, 

considérées comme fonctions de ar, r, r' et t, suivant les puissances 
ascendantes de r, r', et si Ton joint, en conséquence, à la formule 

toutes celles qu'on ^n tire quand on y remplace la lettre $ par l'une des 
lettres rj, J^; X, Y, Z; A, B, C, D, E, F, on déduira sans peine des équa- 
tions (5), réunies aux conditions (3) et (4)» celles qui serviront à dé- 
terminer, pendant le mouvement de la verge élastique, les valeurs des 
fonctions 

SO,Of ''ÎO.O» îiO,0> 

c'est-à-dire les déplacements d'un point de l'axe mesurés dans le sens 
des coordonnées o:, j, s. En opérant de cette manière, on se trouvera 
immédiatement ramené aux formules (25), (26) et (44) des pages 29 
et 32. De plus, lorsqu'on connaîtra les valeurs des fonctions Ço,o» ^0,0» 
,0, on pourra fixer les valeurs correspondantes de 


^0 


SI, 09 ^0«l« ^1,09 Co,i 

à l'aide des formules (23) et (42) des pages 2g et 32, et la valeur ap- 
prochée de $ à l'aide de l'équation 

Quant aux valeurs approchées des déplacements y), ^, que l'on peut 
considérer comme devant être fournies par les équations 

(S) •« = YÎ0.0-+- T^i,o'' H- rîo.ir', ; — Co.oH- Ci,o'" -+- Co.i'^ 
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elles dépendront non seulement des quantités tjo.o» ^o.o» ^i,o» ^o.m • • •» 
mais encore des suivantes : 

(9) ^0,1» S1,0- 

Il est important d'observer que, si, les pressions P, 9 étant nulles, 
la verge élastique se meut de manière que chaque point de son axe 
demeure immobile, les trois fonctions 

s'évanouiront, ainsi que les valeurs de Ç.^o^ ^1,0» 5o.m ^oj déterminées 
par les formules (23) et (42) des pages 29 et 32. Alors les vibrations 
do la verge seront du genre de celles que l'on nomme tournantes; et la 
valeur approchée de \ sera nulle, tandis que les valeurs approchées de 
r;, J^, réduites a 

(10) ri=Y3o.i/'', Ç = î:,,o'% 

dépendront des quantités (9). Il y a plus, si l'on désigne généralement 
par \ le rayon vecteur mené, au bout du temps /, du point (a:, Y]o,of ^0,0) 
au point (^, j, 5), et par ni l'angle que forme ce rayon vecteur avec le 
demi-axe des j positives, on aura 

(11) 7 — Yîo.o = /- = t coscj, z — Co.o == '''= t sin cj ; 

tandis que, en nommant t — 8 la perpendiculaire primitivement abais- 
sée du point (a: — Ç, j — Y], 5 — Q sur l'axe de la verge, et cr — ^ l'un 
des angles formés par cette perpendiculaire avec l'axe des r, on trou- 
vera 

(12) j — Y) = (v — ô)cos(bt — d*)» ^—' Ç = (<'~5)sin{cj — 4')- 

D'ailleurs on tirera, des formules (8), (11) et (12) combinées entre 

elles, 

l ( 1 j cos(cj— -dy)=i(i — Y},,o)coscj — t3o,,sintiy, 

(i3) ^ 

f I— - j sin (ïïj — ^) = — Co cosïïj -h ( I — Co.i ) sin w; 
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puis, on en conclura, en considérant les quantités -> J; comme infini- 

ment petites du premier ordre, et négligeant les termes du second 
ordre, 

-cosw — 4; smBT=:y)i,oCOSïïJ-f-yîo,i smw, 

- SmCT -h 4^ COSÏÏJ =r Ç,,o COSCJ -+- Co,, smcT, 

ou, ce qui revient au même, 

vas 2 

(•5) 

^ ^ C...- 10..1 ^ C... + ri... ^^^^^ ^ C...- n... g;^^^ 

^22 2 

Donc, lorsque la fonction ^o.o ^U par suite, les quantités y],,o. î^oj s'éva- 
nouiront, on aura simplement 

t 2 ^2 2 

Enfin, si S s'évanouit, les équations (i6) donneront 

in) Tno.i-^Ci.o = o 

et 

D'autre part, il est facile de reconnaître que, dans les diverses for- 
mules .qui précèdent, - et '| représentent à très peu près la dilatation 

linéaire mesurée suivant le rayon t, et l'angle de torsion de la .verge 
élastique autour du point situé sur l'axe des a: à la distance or de l'ori- 
gine. Donc, pour évaluer cet angle, ainsi que pour découvrir les lois 
des vibrations tournantes, il est nécessaire de fixer les valeurs des 
quantités yJoj, J^,,© que renferment les formules (ro) et (i8). Tel est 
l'objet dont nous allons nous occuper. 

Considérons d'abord le cas où l'on suppose la verge élastique extraite 

OBuvres de C. — S. Il, l. IX. 9 


66 SUR LA TORSION ET LES VIBRATIONS TOURNANTES 

d'un corps solide qui offre trois axes d'élasticité rectangulaires et paral- 
lèles aux axes des ar, j, z. Dans ce cas particulier, on tirera des for- 
mules (il) et (12) de la page 12, en y remplaçante^, s par r, r', et en 
développant les quantités ^, yj, ^, A, B, C, D, E, F suivant les puis- 
sances ascendantes de r, r', à l'aide d'équations semblables à l'équa- 
tion (6), 

(19) : 

Ao..i = a-j^ + fy,,,,^eÇo.,, Bo,,= f^ + bn,.,^ dCo.,. Co,,= e^ -f-dtj,,,- eCo.,. 

(ao) : 


(21) 


Ai.o=a^"^fy),.o + eÇ,.„ B,.o= f ^^^ H- br),,o+ dÇ,,,, C,.o^- e^^ 4- dYî,,o^ cî.,., 


Donc alors, parmi les fonctions 

(^^) Ao,o» Bo,o> Cp,o» Do.o» Eq.o» '0.0 ; 

( A|,o> B|,o> Ci,o, D|,o» E|,o> F|.o; 
l Ao.i, Bo.i, Lo.i, Do,i, Eo,i, Fo,i, 

les trois suivantes 

(24) D,.o=d(T),., + Ç,,.), 

(.5) EM=^e(l^'^Ç...). F..,= f(î^^^ 

seront celles qui dépendront des quantités 


\ 
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D*ailieurs, si l*on développe, suivant les puissances ascendantes de r, 
r', les deux membres de chacune des formules (3) et (4), en observant 
que les formules (4) subsistent pour r= ±: A, et les formules (3) pour 
r' =±: I, on trouvera : i® quel que soit r\ 

r" /i* / r'* \ 


(26) 


• 


et 


Fi.o-^-Fj.ir'-h H- ~ ( F,,o 4- F,,i r'H- ) -h...=::o, 

A» 
(27) { Bi,o-+-B,.ir'H- "^ "6 ^ B,,o-+-B,.,r'-f- ) 4-, . . — o, 

h* 
Di.o -H Di.i r'-^ "^ 6^ ( ^»'°'^ ^••' '''■^ ) 4- . . . = o; 


2® quel que soit r, 


Eo,o -^ E,.o r -+- E,,o 7 "^ • "^ 2 V^^'* -+- E, ., r 4- E,,, ~-h...J4-... = o, 
(28) <Do,o4-Di.o''-^I>t,oY -^"----^ 2(I^o.«4-D,,,r-i-D,.,- 4-...j-h... = o, 

Co,o 4- Ci,o '^ •+■ Ct,o "T "^ •••"'" "J ( ^«.« ■+" Ci,j /" H- Ci,t -— -+-...j-h... = — P, 


et 


*» 


Eo.t -f- Ej., r-h H-^( Eo,, H- E,., r 4- -^ . . . = o, 


«« 


(39) \ Do.i -+- Di.i r-h^ -h^( Do., 4- D,., /• H- 4- . . . ~ o, 


C«.i -h Ci r4- 4-^( Co,s 4- C,,, r 4- 


. . .1= o, 
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Donc» par suite, en regardant les épaisseurs 2A, 21 comme des quan- 
tités très petites du premier ordre, et négligeant, dans les for- 
mules (26), (27), (28), (29), les termes du quatrième ordre, on aura, 
non seulement 

(/|S h} h* 

Fo.o 4- - F,,o = o, Bo,o -h — B,,o = - *, Do.o -+- - D,,o = o, 

i* I* i- 

^o»o "^ T ^^»' ^^ ^» Do.o-+- —■Do.i— o» Co,o -+- — - Co.f = — P, 

^ ^ Jt 

h* /*' A» 

^o,î H- ~ Fî.i - O, Boj 4- — B,., HZ o, Do,, H- Y I>i.t = o, 

(3i) 

Eo.i4- g-Eo.a— O, Do,i4- -g-Do.s=0, Co,î -h -g Co.s = O, 


(32) 


fi.o4- -g-Fi.o — o, B,,o-H -g-Bj^o = o, D,,o4- "5 '^•••~ *^> 

*" i« |î 

E,,o-+- ---E,,,=o, Di,o-r ---D,,,=:o, C,,o-H -- C,,, = O, 

^ ^ A 


mais encore 

(33> De,,-h-^D,.,— o, D,,o-H -D,,,= o, 

et 

(34) B,,,H- -^B,.,-o, C,.,-h^C,.,= o; 


puis on tirera des équations (3o) et (33) 

(35) Do,o = - 7l>M = - -^Do,,:.. ^D..,. 
On aura donc, aux quantités près du quatrième ordre, 

(36) Do.0-0, 
OU, ce qui revient au même, 

(37) Tno.i-h?:,,o-:0; 

puis, en posant comme ci-dessus 

(38) i|^ = Ç,^o = — r}o.„ 
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on en conclura 

<%) «...=«(s,.,+*). F..,=f(e„,-^). 

Il reste à former deux équations qui soient propres à déterminer les 

valeurs des deux inconnues ^ et Ç,^,, ou, ce qui revient au même, 

les valeurs des deux fonctions E,,o» Fo,i- Or on a déjà, en vertu des 

formules (3i) et (32), 

h} i} 

(4o) Fo,i = ^Ff,i> E,,o = — ~E,,,. 

De plus, si Ton développe, suivant les puissances ascendantes de r, r\ 
les premiers et seconds membres des équations (5), on en tirera 


(42) 


-h D,,o -H trt.t -t- P^i.o — p 


(43) 


-^ + D,,, + C, -h pZ,,, _ p -^ , 


et, en éliminant B,j, C,,, entre ces dernières, après y avoir substitué 

les valeurs de 

» 

(44) Bj,i, Ci,i, Dp,,, D,,o, D,.„ F,.|, E,,, 

déduites des formules (34)» (35) et (4o)> on trouvera 
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Enfin, si Ton néglige les termes du quatrième ordre par rapport aux 
épaisseurs ih et ii : i® dans l'équation (45) multipliée par A'i*; 
2° dans celle que produit l'élimination de Do.o entre les formules (46) 
et (47). on obtiendra les deux suivantes : 

(48) A'E..o^''Fo., = o, 
-^^^^ 3 ai -hp(/iZ,.o-« Vo.,)-p 2J5 

Les équations (48) et (49)» étant réunies aux formules (38) et (Sg), 
fourniront évidemment le moyen de déterminer, avec la fonction de x 
désignée par 5,^, l'angle '|f et, par conséquent, les inconnues y]o,m !^,,o- 
En effet, on tirera des formules (38), (39) et (48) 

(5o) A*C,.o-**r)o.,rT(/,«-M-«)vj;, 


(5i) 


E^o _ — Fqj _ ^ f_ _ da 

f e "^ f 


e ^ f 
Donc l'équation (4;)) pourra être réduite à 

et 

ou, ce qui revient au même, à 

Ajoutons que, après avoir fixé la valeur de vp à l'aide de l'équation (54), 
on conclura des formules (39) et (48) 


(55) $,,,= 


e t^ ^ 

e "^ r 
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Concevons k présent que la verge élastique soit extraite d'un corps 
solide qui cesse d'offrir trois axes d'élasticité rectangulaires et paral- 
lèles aux axes des a?, j, s. En raisonnant comme ci-dessus, on établira 
encore les équations (36), (48), (49)- Seulement les valeurs de Do,o. 
E«,o» Fo,f ne seront plus fournies par les équations (24) et (25), aux- 
quelles on devra substituer de nouvelles formules que nous allons 
indiquer. 

Si, dans les équations (3o) et dans celles des équations (3i), (32) 
qui ne renferment pas les fonctions E,,o> Fo,,, on néglige les termes 
proportionnels au carré de h ou de t, on obtiendra non seulement la 
formule (36), mais encore les suivantes : 


(56) 

(57) 
(58) 


Bq.O"- — ^> Co.o — — P> Eo,o — ^f Fo,o — o; 


80,1 = 0, 
Bi.o=o, 


Ci,o=0, 


Do,i = o, Eo,i=::o; 


De plus, si, après avoir remplacé, dans les formules (5), (6) des 
pages 10 et II, les variables y, z par r, r\ jon y développe les quan- 
tités ^, Y], ^, A, B, C, D, E, F suivant les puissances ascendantes de r 
et r\ on en conclura 


; Ao.o= a ^ -T- f tî,,o +eî:o.i -^ u{rïo.,-+-Ç,,o) -+- v (^"^^c. 


•^9) 


{ 


Bo,o= f 


<>?.. 


gî H- bt,,.. + dÇ... + u'(n.., 4- Kuo) + V (^^ + Ç,., 


C... = e% + dr).., +cÇ.., 4-u'(rï.., + Ç,.,) + v'(^ + ?.., 


da: 


.0= u -^ -h u't)|,o ■+- u'Co,! -+- d(y)p., 4- C.o) -^ yf'i 

m ^ 


D«.,= u 




E.,,= V 


F.,. = w^» + w'Ti,.,+ w'Ç,,,+ v'(n,.,+ ç,.,) + u ^^•-+-Ç.., 


- {-J^ - ^•.. 
-'('^•-^M 


-<^' 


.( 
"( 


<h) 


0,0 


dx 


4-f 


V dx 


Çt. 


?i. 


^.. 


Ci. 
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(60) 


A.,.= a^ + fn,.. 

D«,.= u% + u'Y),,, + u'Ç.,,-H d 


-i-eÇ,,, + u 


-+-dÇ«,, + u' 


-i-cC«,, + u' 


dx 


^•.'=^% + ^'^'" 


v'Ço,t -+-W' 


(61) 


Fo.,--W^-f-w'tJ,,,-hW^Ça,,+ V 


A,.o= a -|^ -h fy},.o -i-eÇi,i H- u 
B,.,= f ^• + bT),.. +dÇ,., + u' 
C,.o = e^» + dt,.., +cÇ,,. -hu' 
D..,= u ^ + u't)... -H u'Ç,,. + d 

E,.,= V ^ + V'Y),,, -h v'Ç,,, + w' 

F,..= w^ + w'y).,. + w'Ç,..-+- V' 


^o,t+Çi,i) -i-v 


( 




-+-U 


THo,» 


^0,î 


YÎO.l 


T^O.Î 


:m)-hv'(^.-ç, 

\dx ^ ^'• 


*lt.. + Çt,o)+V 


»)i.i + Çt.o) + v 


^l.l + Ç»,»)-HV' 


fli,|-t-Ç|,o) 


w'(^- ^ ^.. 


TOi.i-+-Çî,o)-^e 


T^l.l-HCt.o) 






w 


( 


dx 




+ f 


St,ol> 


•■(^-«4 


(^- -«■-)■ 


Gela posé, admettons que l'on substitue les valeurs des fonctions 


(62) 


1>0,0> ^0,0» ï^o,o» **0,0> *0.0» 


tirées des formules (Sg) dans les cinq équations (36) et (56). On 
pourra de ces cinq équations déduire les valeurs des cinq quantités 


(63) 




dj? 


dx 


?i,o» 


exprimées en fonction de 

(64) 


àl 


;0,0 


dj7 


P el *. 
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En opérant de cette manière» on retrouvera nécessairement les for- 
mules (23) et (42) des pages 29 et 32, savoir, 


(66) 




ir, ir, n,, n^ étant des fonctions linéaires de P et de ^i déterminées 
par des équations semblables aux formules (21) de la page 29; et, 
pour fixer ensuite la valeur de 

il suffira de combiner les équations (65), (66) avec Téquation (36) 
présentée sous la forme 


u 


(67) 






( •+»'(%-•+?.:.)-..( 


dx 


^l.oj=0, 


en sorte qu'on aura 


''ÎO,!"^ Cl.O — — 


(68) 


u-hu^l~hu*C-t-v'fc-t- w'^ii <^go.» 

u' n*' -h u" n, -h v' II' 4- w' n, 


L'équation (68) est celle qui, dans l'hypothèse admise, devra rem- 
placer le système des formules (24) et (36). D'autre part, si, après 
avoir substitué les valeurs de 


(69) 


Ro,i» Co,i» I»u,i> Eo,i 


tirées des équations (60), dans les formules (57), on déduit de ces 
formules les valeurs de 


(70) 


TOl,l> Co,lf ''ÎO,î"^~ Çl.l» 


dx 


"+■ $0,1» 


pour les substituer à leur tour dans la dernière des équations (60), on 

OEH¥re$ de C. — S. U, t. IX. 10 
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obtiendra un résultat de la forme 

(7.) f-.= e%'-''(^ *«■••)• 

g, h désignant des coefficients qui dépendront des constantes a, b, c, 
d, e, f, u, V, w, u', v', w', u", v", w". Pareillement les formules (58) 
et (6i) donneront 

(7.) E.,.=j%!+i(^+{„,), 

j, i désignant de nouveaux coefficients analogues à ceux que renferme 
l'équation (71). Si maintenant on combine les formules (71), (72) 
avec les formules (48) et (49)» on trouvera successivement 

(7^) it - i^t — il ^1 — ^1 /,! 

1 h 1 h 

(74) AE,.,-»«F,..-ji ^|--^---^-H — J. 

-7- -H -T- 


(75) 


3 ?^L""~â:^^ — "^ri^-h -5:^J+p(''Z..,-«^,,,) 


. <^'(A'g...-t'ti,.,) . 

=p di^ ' 


(76) 


puis on en conclura, en ayant égard à la première des équations (65) 
et à la première des équations (66) 

» -T- -h -r- 


0.1 • 




Les formules (G8) et (7G) serviront à déterminer les deux inconnues 
^o.f » ^4,o> quand on aura fixé, k Taide des méthodes exposées dans l'un 
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des derniers articles, les valeurs de io.o. tQo.oi. Cc.o» c'est-à-dire les dé- 
placements d'un point situé sur l'axe de la verge élastique. Ajoutons 
que l'on tirera des formules (48), (71) et (72) 

,„,x p - i_ [/'' (à^u* . i à\o\ . C /an.., g ()$... \1 


ou, ce qui revient au même, 

, 8< t _' h \ dx T da; V "^ i V <>■» h dx» / "^ V^ h h i / âx* 
(7») Çi.i- ^ji — ji 

Il i 

et que l'équation (78), étant- jointe aux formules (68), (76), fournira 
le moyen de déterminer l'inconnue Ç,,,. 

Les formules (68), (76), (78) se simplifient lorsqu'on suppose 
chaque point de l'axe des x immobile pendant la durée du mouve- 
ment, et les pressions P, ^£ réduites à zéro. Alors, en effet, les quan- 
tités 

S0,0> "^0,09 Co,0> H » " > **t> ^M 

étant nulles aussi bien que les pressions P, *, l'é.quation (68) se ré- 
duira simplement à la formule (37); et, en posant de nouveau 

on tirera : i** de la formule (76) 


ou, ce qui revient au même. 


-7- -h T" 
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2° de la formule (78) 

(81) 



t^ 

A« 


l.r- 

• 

1 

h 

d^ 

"1* 

A* 

dx 


• 

1 

■^h 



Dans la même hypothèse, on aura encore 

(82) ?o,i = o, |i,o = o, rîi,o=o, Co^t = o. 

Par suite, les formules (71), (72) donneront 

(83) F.., = h(£„,-g), E„.= i(î,.,H-^), 

et les formules (8) se réduiront aux formules (10). . 

Il est maintenant facile d'apprécier le motif qui nous a déterminés à 
conserver les termes proportionnels au carré de 7* ou de 1, dans les for- 
mules (4o), c'est-k-dire dans celles des formules (3i), (32) qui ren- 
ferment les fonctions E,^o» Fo.,. Effectivement, si Ton négligeait sans 
exception tous les termes dépendants de h et de i dans les for- 
mules (3i), (32), on en déduirait, non-seulement les équations (Sn), 
(58), mais encore les deux suivantes 

Fo,t^o, E,,o=o; 

et Ton conclurait de ces dernières, combinées avec les formules (83), 


Or l'équation 




ôx 


exprime que Tangle '^ est indépendant de l'abscisse a?, et cette circon- 
stance ne peut s'accorder avec le mouvement d'une verge tordue, mais 
seulement avec le mouvement d'une verge qui tourne sur elle-même. 
Donc, pour découvrir, dans tous les cas, les phénomènes qui résultent 
de la torsion d'une verge élastique, il est nécessaire de conserver les 
termes proportionnels au carré de h ou de i dans les formules {^o)\ ce 
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qui revient k supposer que les fonctions 

Eî,i, E|,j 

acquièrent des valeurs numériques très considérables relativement a 
celles des quantités 

que renferment les fonctions F^,,, E,,©- 

Lorsque les forces accélératrices Y, Z deviennent constantes, les 
quantités Y^,,, Z,^o s'évanouissent; et alors, en faisant, pour abréger, 

«) ?i = l(Ç-^')(j-r.> 

on tire de la formule (80) 

Dans le cas particulier où la verge est extraite d'un corps solide qui 
offre trois axes d'élasticité rectangulaires et parallèles aux axes des x\ 
y, 5, les formules (71), (72) se réduisent aux formules (aS), et l'on a, 
par suite, 

(86) i = e, hinf, 

^ '^ . pî2* sVe f ; V"* >^V 

Enfin, si l'élasticité du corps solide est la même dans tous les sens, on 
trouvera 

(88) e = f, 

et la formule (87) donnera simplement 

i 3 (i«-hA*)» 


(89) 


pli' — Sf i*A» 


Les équations (68), (70)« (80), etc., subsistent pour une valeur 
quelconque de l'abscisse x. Mais, lorsqu'on veut effectuer la détermi- 
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• 

nation complète des inconnues y]o,i, î^,,©» ^» il fout k ces équations en 
joindre d'autres qui se rapportent aux deux extrémités de la verge 
élastique. Concevons, pour fixer les idées, cette verge terminée, dans 
son état naturel, par deux plans perpendiculaires à Taxe des x, et qui 
supportent en chacun de leurs points une nouvelle pression désignée 
par |l. On aura, pour ces mêmes points, 

(90) A=-p, F = o, E = o. 
quelles que soient les valeurs de r, r; et, par suite, 

(91) Fo.,=:o, E,,o=o; 

puis on tirera des formules (91) combinées avec l'équation (74) 

(^'^ î i:r -- h AT "^ — di — - "*• 

Ajoutons que, si, les pressions extérieures étant nulles. Taxe de la 
verge reste immobile, la condition (92) pourra être, en vertu des for- 
mules (38) et (82), réduite à la condition plus simple 

(93) g=o. 

Les formules (92) et (93) sont relatives au cas où l'on suppose libres 
les deux extrémités de la verge élastique. Si ces deux extrémités deve- 
naient fixes, ou plutôt si, les extrémités de l'axe étant fixes, chacun 
des points renfermés dans les plans qui terminent la verge était assu- 
jetti de manière à rester toujours placé sur une même droite parallèle 
à l'axe, on aurait, pour les abscisses correspondantes aux plans dont il 
s'agit, non seulement 

(9^) ?o.o=o, rîo,o=Oj Ço.o=o, 

mais encore 

(95) tîrzo, Ç = o, 

quelles que fussent les valeurs de r, r', et par conséquent 

(96) ino.i = o, Çi.o=o. 
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Donc, en supposant Taxe immobile et les pressions extérieures nulles, 
on trouverait, pour les deux extrémités de la verge, 

(97) + = 0- 

Si l'on voulait découvrir les phénomènes produits par la torsion 
d'une verge élastique, non plus dans l'état de mouvement, mais dans 
l'état d'équilibre, il suflirait de supprimer les dérivées relatives à t, 
savoir 

dans les équations (76), (80), (85), dont la dernière se réduirait à 

(98) 5^ = °- 

Nous ajouterons ici une remarque importante. Si, après avoir coupé 
la verge, prise dans l'état d'équilibre ou de mouvement, par un plan 
perpendiculaire à l'axe des x, et correspondant à l'abscisse œ, on con- 
sidère le système des pressions ou tensions supportées par les divers 
éléments de la section ainsi formée, à ce système correspondra une 
force principale dont les projections algébriques sur les axes des x, 
y, z seront évidemment représentées par les intégrales 


/ / kdrdr\ / / Vdrdr\ / / Edrdr\ 
J-h*^^i J^hJ^i J-hJ~-i 


et un moment linéaire principal dont la projection algébrique sur l'axe 
des X sera exprimée par l'intégrale 

(joo) f f {rE--r'¥)drdr', 

pourvu que l'on fasse coïncider le centre des moments avec le point où 
le plaa sécant rencontrera Taxe de la verge. En d'autres termes, l'ex- 
pression (100) représentera, au signe près, ce qu'on peut nommer le 
moment du système des pressions ou tensions ci-dessus mentionnées 
par rapport à l'axe de la verge ; le moment d'une force par rapport à un 
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axe (*) n'étant autre chose que le produit de cette force projetée sur 
un plan perpendiculaire à l'axe par la plus courte distance entre l'axe 
ot la droite suivant laquelle elle agit. D'autre part» si, dans les inté- 
grales (99) et (100), on substitue, pour A, F, E, leurs valeurs appro- 
chées fournies par les équations 

/ A= Ao,o-+-A,.o''-HAo,i/-', 

(loi) < F=:Fo.o-HF,,or-hFo,tr', 

(E = Eo,o-HE,,or-+-Eo,,/-', 

ces intégrales deviendront respectivement 

(102) 4A0.0A1, 4F0.0A*» 4Eo,o^' 

et 

(io3) j".y"(/'E,.o-/''*Fo.t)^rrfr'=|(A«E,,o-e*Fo.,)Ai. 

Donc, en vertu de la formule (74)» l'expression (100) pourra être rem- 
placée par le produit 

('o4) ^— ^ n "AT "" h "Â^ "*" — d^ — y 

i ■*" h 

Dans le cas particulier où les déplacements des points situés sur l'axe 
de la verge sont nuls, ainsi que les pressions extérieures, le pro- 
duit (io4) se réduit a 

/ r;x 3 "^ â^ 

1 h 

Dans le même cas, si l'on applique à une extrémité libre de la verge 
une force dont la direction soit comprise dans un plan perpendiculaire 

( * ) La définilion de ce moment, placée au bas de la page 256 du HI* Volume («)y.coDvieDt 
seulement au cas où la force est comprise dans un plan perpendiculaire à l'axe. 

( •) Œuvres de Cttuchy, S. Il, T. VIII, p. 3ot. 


d;une verge rectangulaire. si 

à l'axe, et dont le moment, par rapport à cet axe, soit désigné par S)C, 
si d'ailleurs on suppose le point d'application de la force lié invaria- 
blement avec les autres points du plan, ou du moins avec ceux qui se 
trouvent placés sur la base de la verge élastique, on aura, pour l'extré- 
mité dont il s'agit, 

— hW* 

1 h 

Pour montrer une application des formules précédentes, considé- 
rons d'abord l'équilibre d'une verge rectangulaire qui, dans l'état na- 
turel, ait pour axe l'axe des x, et qui offre une extrémité fixe, l'autre 
extrémité étant sollicitée, comme on vient de le dire, par une force 
comprise dans un plan perpendiculaire à l'axe. Si l'on suppose les 
pressions extérieures nulles, ainsi que la valeur de x correspondante 
à l'extrémité fixe, et les déplacements d'un point quelconque de l'axe, 
si de plus on nomme a la longueur de cet axe, on devra intégrer l'é- 
quation (98) de manière à vérifier pour ^7 = la condition (97), et 
pour x = ah condition (106). Or on tirera de l'équation (98) réunie 
à la condition (106) 

et (le l'équation (107) réunie à Ih condition (97) 

11 suit de cette dernière formule : i° que l'inconnue 4^» ou l'angle de 
torsion de la verge rectangulaire, mesuré dans un plan quelconque 
perpendiculaire à l'axe, est en raison directe, non seulement de la dis- 
tflince qui sépare ce plan de l'extrémité fixe, mais encore du moment 
de la force appliquée à l'extrémité libre; 2,^ que, si la section transver- 
sale de la verge varie en demeurant semblable à elle-même, l'angle ^ 
variera en raison inverse du carré de l'aire de cette section, ou, ce qui 

0£twres de C, — S. H, t. IX. J I 
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revient au même, en raison inverse de la quatrième puissance de l'é- 
paisseur nh ou 21. Ces résultats, semblables à ceux que M. Poisson a 
obtenus, en considérant la torsion d'une verge cylindrique k base cir- 
culaire, subsisteraient pareillement pour une verge cylindrique ou 
prismatique à base quelconque. Lorsque les épaisseurs 2A, 21 de- 
viennent égales entre elles, la formule (108) se réduit à 

(-09) *=(TMîVî-^hj^- 

Ajoutons que, si Tépaisscur 21 devient très petite relativement à l'é- 
paisseur 2A, on aura sensiblement 

Donc alors l'angle de torsion sera en raison inverse de la plus grande 
épaisseur et du cube de la plus petite. 

Concevons à présent qu'apcès avoir tordu la verge élastique, en lais- 
sant à sa place chaque point de l'axe, on abandonne cette verge à elle- 
même sans lui appliquer aucune force. Les variables $0,0» ^o,of ^0,0 
conserveront des valeurs nulles pendant toute la durée du mouvement, 
et la verge exécutera des vibrations tournantes dont les lois se trouve- 
ront exprimées par l'intégrale de l'équation (85). De plusr, les vitesses 
initiales des différents points de la verge étant supposées nulles, les 

valeurs de -j^ et de — > tirées des formules (10) et (38), savoir 

dt '" ôt dt ~ di' 

devront s'évanouir à l'origine du mouvement, quels que soient r et r'. 

Par conséquent, la valeur initiale de ^. devra se réduire à zéro. Soit 

d'ailleurs {{x) la valeur initiale de l'angle ^. Si les deux extrémités de 
la verge élastique restent libres, l'équation (^85), intégrée de manière 
que la condition (98) soit remplie pour a? = o et pour a: = a, donnera 
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[voir, dans le IIP Volume, la formule (i i8) de la page 268] (*) 

(m) ^j,= -J^cos— ^— cos-^ / cos-^f(fx)c^fx, 

le signe |^ s'étendant à toutes les valeurs entières positives, nulles ou 
négatives de n. Si, au contraire, les deux extrémités de la verge de- 
viennent fixes, il faudra substituer la condition (97) à la condition (qS), 
et, par suite, la valeur générale de ^ sera semblable à la valeur de ^0 
fournie par l'équation (ii4) de la page 268 du III* Volume (*), en 
sorte qu'on aura 

(lia) ^j,--[^cos-^-sin-^J sin -^f(fx)e/fx. 

Il est facile d'assigner la nature de la fonction {{x) qui réduit la 
valeur de 4^ fournie par l'équation (i 1 1) à un seul terme de la forme 

(ll3) ^j;=: — COS CCS 


a a a ' 


n désignant une valeur particulière de n, et G une quantité constante. 
En effet, pour y parvenir, il suffit de poser ^ = o dans l'équation (i i3), 
qui donne alors 

(ii4) f(^)=— cos : 

et l'on peut d'ailleurs s'assurer a posteriori que, si l'on substitue dans 
l'équation (i 1 1) la valeur de f((jL) tirée de la formule (ii4)» savoir 

G nru 
— cos — -i 
a a 

on retrouvera précisément l'équation (ii3). Ajoutons que l'équa- 
tion (ii3) exprime un mouvement régulier de la verge élastique, dans 
lequel les mêmes vibrations tournantes se reproduisent périodique- 

(«) Œuvres de Caucky, S. H, T. VIII, p. 3i5. 
(«) Ibid., p. 3i4. 
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ment, la durée d'une vibration étant la valeur de t donnée par la for- 
mule 

(ii5) — — — = 37r. 

a 

Le son correspondant à un mouvement de cette espèce a pour mesure 
le nombre xdes vibrations exécutées pendant Tunité de temps, ou, ce 

qui revient au même, la valeur de - déduite de la formule (ii5). Or 

on tirera de cette formule, en écrivant n au lieu de n, 

(116) Xn^ - =: • . 

Si Ton veut maintenant déterminer les nombres de vibrations tour- 
nantes correspondants aux sons les plus graves que la verge élastique 
puisse rendre, il suffira de prendre successivement /i = i, /2 = 2, 
n='i, ... ; et Ton trouvera en conséquence 

(117) 3'L= — 9 0t.— — , .Xrr , .... 

^ 2a a 2a 

On arriverait encore aux mêmes résultats en partant de Téquation (11^), 
c'est-à-dire en considérant les vibrations tournantes d'une verge dont 
les deux extrémités seraient fixes. 

Si, dans la première des formules (117)» on substitue la valeur de 
û tirée de l'équation (84), on trouvera, pour le nombre des vibrations 
tournantes qui correspondent au son le plus grave, 


(118) X 


=(^)' 




Donc le son dont il s'agit est réciproquement proportionnel à la lon- 
gueur de la verge élastique, et il ne change pas, lorsque les épaisseurs 
2A, 2/ croissent ou diminuent dans le même rapport, c'est-à-dire 
lorsque la section transversale de la verge varie en demeurant sem- 
blable à elle-même. Ces conclusions se trouvent confirmées par des 


DUNE VERGE RECTANGULAIRE. 8S 

expériences de M. Savart. Lorsque les épaisseurs a A, 21 deviennent 
égales entre elles, la formule (i 18) se réduit à 

D'autre part, si Ton suppose la verge extraite d'un corps solide dont 
l'élasticité soit la même en tous sens, on aura 

h = i — e =: f ; 

et par conséquent les formules (118), (119) donneront respective- 
ment 

D'ailleurs, si, dans la même hypothèse, on fait vibrer la verge élastique 
longitudinalement, et de manière que le son produit soit le plus grave 
possible, le nombre N des vibrations longitudinales sera déterminé 
par la formule (78) de la page 52 et la formule (47) de la page 89, 
c'est-à-dire que l'on aura 


) 


(122) N 


\2p/ 2a 


Donc, par suite, on trouvera, en prenant h = 1, 

Enfin, si l'épaisseur 21 devient très petite relativement à l'épaisseur 2 A, 
l'équation (i 18) donnera sensiblement 


<"« *=(i?)'a 


et l'on en conclura, en supposant que l'élasticité du corps reste la 


86 SUR LA TORSION ET LES VIBRATIONS ETC. 

même en tous sens. 

Donc le son le plus grave produit par les vibrations tournantes d'une 
verge plate et rectangulaire, ou, en d'autres termes, d'une plaque dont 
la largeur est peu considérable, varie en raison directe de l'épaisseur 
de cette plaque, et en raison inverse du produit de deux autres dimen- 
sions» ou, ce qui revient au même, en raison inverse de la superficie 
de la plaque. La loi que nous venons d'énoncer est précisément celle 
que M. Savart a découverte, et à laquelle il a été conduit par l'expé- 
rience, ainsi qu'on peut le voir dans le tome XXV des Annales de Phy- 
sique et de Chimie, 


SUR LA 


RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 


ET SUR LA 


THÉORIE DE L'ÉLIMINATION. 


CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES. 

On a beaucoup écrit sur la résolution des équations numériques et 
sur l'élimination. On sait en particulier que la première de ces deux 
questions est Tobjet spécial d'un Ouvrage de Lagrange, dans lequel 
cet illustre géomètre a présenté, pour la détermination des racines 
réelles d'une équation de degré quelconque, une méthode fondée sur 
la considération d'une équation auxiliaire, dont le degré est générale- 
ment plus élevé, et dont l'inconnue a pour valeurs les carrés des diffé- 
rences entre les diverses racines de la proposée. On se sert de cette 
équation auxiliaire pour calculer une limite inférieure à la plus petite 
différence entre deux racines réelles. J'ai fait voir dans V Analyse 
algébrique [Note III (*)] qu'on pouvait arriver au même but, en consi- 
dérant seulement le produit de toutes les différences des racines. Mais, 
pour tirer un parti avantageux de cette remarque, il restait à indiquer 
un moyen facile de former le même produit. Au reste, dès que l'on 
connaît une limite inférieure à la plus petite différence entre deux 
racines réelles, on parvient sans peine, non seulement à calculer le 
nombre de ces racines, mais encore à en obtenir des valeurs de plus en 
plus approchées. 

(«) Œuvres de Cauchy, S. II, T. lU. 


88 SUR LA RESOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

Une autre méthode, également applicable à Tévaluation des racines 
réelles et des racines imaginaires, a été donnée par M. Legendre, dans 
la seconde édition de la Théorie des nombres. En suivant cette dernière 
méthode, on réduit la recherche de Tune des racines de Téquation pro- 
posée à la résolution d'une équation binôme, résolution que Ton opère 
à Taide des propriétés bien connues des fonctions trigonométriqu'es. 
D'ailleurs, en s'appuyantsur la même méthode, on prouve directement 
que l'on peut satisfaire à une équation de degré quelconque par une 
valeur réelle ou imaginaire de la variable. A la vérité, la démonstration 
que M. Legendre a donnée de cette proposition, et qu'il considère 
comme s'étendant à toutes sortes d'équations algébriques ou transcen- 
dantes, parait sujette à quelques difficultés; mais on peut les surmon- 
ter^ lorsque l'équation est algébrique, dans tous les cas possibles, et, 
lorsqu'elle devient transcendante, en apportant quelques restrictions 
à la proposition dont il s'agit, comme je l'ai fait voir dans les Leçons 
sur le Calcul différentiel ( * ) . 

On pourrait citer encore diverses méthodes relatives à la résolution 
des équations numériques et développées ou seulement indiquées dans 
les Ouvrages de Newton, de Halle, d'Euler, de Lagrange, de M. Budan, 
de M, Legendre, de M. Fourier, etc. Mais ces méthodes, dont quelques- 
unes supposent déjà connue la valeur approchée d'une racine de l'é- 
quation que l'on veut résoudre, ou sont appuyées sur des théories 
étrangères aux éléments d'Algèbre, par exemple, sur la considération 
des séries récurrentes, n'offrent pas de règles certaines pour la déter- 
mination a priori du nombre des racines réelles. On doit toutefois 
excepter les méthodes qui ont été annoncées par M. Fourier, dans le 
Tome VII des Mémoires de l'Académie des Sciences, et que le nom de 
l'auteur recommande à l'attention des géomètres, mais dont on ne 
pourra se former une idée précise qu'au moment où il aura publié l'Ou- 
vrage qu'il prépare sur cette matière. 

Quoi qu'il en soit, j'ai pensé qu'il serait utile, pour ceux qui se pro- 

(») OEuvres de Cauchy, S. II, T. IV. 
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posent de cultiver les sciences mathématiques, d'offrir ici des méthodes 
simples et générales, à l'aide desquelles on puisse déterminer le 
nombre des racines, soit réelles, soit imaginaires, d'une équation de . 
degré quelconque, et les calculer approximativement, sans recourir h 
l'équation auxiliaire dont l'inconnue a pour valeurs les carrés des diffé- 
rences entre ces racines, et sans employer des notations étrangères à . 
ceux qui ne possèdent que les premiers principes de l'Algèbre. Ces 
méthodes, qui seront développées dans les paragraphes suivants, four- 
niront en même temps les moyens de simplifier la théorie de l'élimi- 
nation, et de lever les difficultés qu'elle présente, 

§ 1. — Sur la résolution des équations du premier et du second degré 
à coefficients réels, et sur les expressions imaginaires. 

Considérons l'équation du premier degré 

dans laquelle a«, a^ désignent deux constantes réelles. Si l'on fait, pour 
abréger, 

(2) A = J>, 

l'équation (i), divisée par a©, deviendra 

(3) vr-hA = o, 

et l'on en tirera 

(4) a: = -A. 

Considérons maintenant l'équation du second degré 

(5) ao^*-h ^107-4- a,= o, 

ûfo» «M <^2 désignant trois constantes réelles. Si l'on fait, pour abréger, 

(.6) A=:^, Bzrzî!^, 

OEuvres de C. — S. II, t. IX. 1 2 
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l'équation (5), divisée par^o, deviendra 

(7) j?*-h A^ 4-B = o. 

Avant de résoudre généralement cette dernière, examinons d'abord le 
cas particulier où l'on aurait 

(8) A=:o. 

Dans ce cas, l'équation (7), ou plutôt l'équation binôme 

(9) jc'-f-B = o 

donnera 

(10) X^:=z—n, 

et on la vérifiera, si B est négatif, en prenant 

(n) x — ±\/^^B. 

Donc alors l'équation (9) admettra deux racines réelles, savoir 


(12) ^:=^_y/_B, 

(i3) jr:=sf^i. 

Ainsi, par exemple, l'équation binôme 

(l4) JT*— in^O 

offrira les deux racines réelles 

(i5) J7z=— I, 

(16) x = i. 

Mais, si B devient positif, si l'on suppose, par exemple, B = ï , l'équa- 
tion (9), réduite à 

(17) a'*-M-o, 

ne sera plus vérifiée par aucune valeur réelle de x, puisqu'une sem- 
blable valeur rendra toujours la somme x^ 4- 1 égale ou supérieure à 
l'unité, et par conséquent positive. Dans le même cas, les valeurs de .r, 
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données par les formules (12) et (i3), savoir 


ii8) x — -^sJ-^\, 


(19) .r — y/— I, 

ne seront plus que des expressions algébriques qui ne signifieront rien 
par elles-mêmes, et qui, pour cette raisoji, sembleraient devoir être 
exclues de TAIgëbre. Néanmoins, il peut être utile 'de les conserver 
dans le calcul. C'est en effet ce qui résulte des observations suivantes. 
En Analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute com- 
binaison de signes algébriques qui ne signifie rien par elle-même, ou 
k laquelle on attribue une valeur différente de celle qu'elle doit natu- 
rellement avoir. On nomme de mèm(}. équations symboliques toutes celles 
qui, prises à la lettre et interprétées d'après les conventions générale- 
ment établies, sont inexactes ou n'ont pas de sens, mais desquelles on 
peut déduire des résultats exacts en modifiant et altérant, selon des 
règles fixes, ou ces équations elles-mêmes, ou les symboles qu'elles 
renferment. L'emploi de ces symboles ou de ces équations est souvent 
un moyen de simplifier les calculs, et d'écrire sous forme abrégée des 
résultats assez compliqués en apparence. Or, parmi les expressions ou 
équations symboliques dont la considération est de quelque impor- 
tance en Analyse, on doit surtout distinguer celles que l'on a nommées 
imaginaires. Nous allons montrer comment l'on peut être conduit à en 
faire usage. 

Soient 

«, «', a\ ..., (3, (3', ^\ ... 

plusieurs quantités réelles positives ou négatives. Si l'on multiplie les 
unes par les autres les expressions symboliques 

(•20) a4-py/Zr^, a'_^j3'y/irï, ar^Ç^'sf^i, ..., 

en opérant d'après les règles connues de la multiplication algébrique, 
comme si yj— i était une quantité réelle dont le carré fût égal à — t, 
le produit obtenu se composera de deux parties, l'une toute réelle. 
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l'autre ayant pour coefficient \/— i, et restera le même, quel que soif 
l'ordre dans lequel on aura effectué les diverses multiplications. Or 
cette simple remarque peut être employée fort utilement dans la 
recherche des propriétés générales des nombres ou des quantités 
réelles, et fournit, par exemple, le moyen d'établir la proposition sui- 
vante : 

Théorème I. — ' Si l'on multiplie l'un par l'autre deux nombres entiers 
dont chacun soit la somme de deux carres, le produit sera encore la somme 
de deux carrés. 

Démonstration, — Soient 

(21) «'-+-(3*, y' -h 5* 

les deux nombres entiers dont il s'agit, a*, p^ y^, o' désignant des 
carrés parfaits. Ces deux nombres pourront être considérés comme 
résultants, le premier de la multiplication des facteurs symboliques 

(22) a-hj3v^— I, a — |3v^^, 

le second de la multiplication des facteurs symboliques 

(23) y-f-ôv/^, y— ^v/— I. 

Donc le produit 

(24) («*-+-(3»)(y«4-5«) 

pourra être considéré comme résultant de la multiplication des quatre 
facteurs symboliques 

(25) a-h^s/'—i, x — ^\/^, y-hSy/^, y — 5v~. 

D'ailleurs, si l'on multiplie : i" le premier facteur par le troisième; 
2® le deuxième par le quatrième, les produits ainsi formés seront res- 
pectivement 

(26) ay — [3«5-f- ( aô 4- j3y ) y^— i, xy — ^à^ ( «5 -{- j3y ) y/^ ; 
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puis, en multipliant l'une par l'autre les expressions (26), on trou- 
vera pour résultat définitif la quantité positive 

(«y — ;3(5)«-h(a3-h(37)». 

On aura donc 

(27) (ay - (30)»-+- (ai -H |3y)»= (a» -h (3*) (y»-h ô*). 

Or cette dernière formule comprend évidemment le théorème I. 

Corollaire L — Si, dans la formule (27), on échange entre elles les 
lettres 5 et y, on en tirera 

(28) («y -h Pô)«-h (aa - |3y)«=: (««-h j3«) (y*4- Ô«). 

Il y a donc en général deux manières de décomposer en deux carrés le 
produit de deux nombres entiers dont chacun est la somme de deux 
carrés. Ainsi, par exemple, on tire des équations (27) et (28) . 

(a«-h i) {3«-f- 2«) = 4*-+- 7*= 1*4- 8^ 

Corollaire IL — Les formules (27), (28) subsistent évidemment 
dans le cas même où les lettres a, [3, y, S cessent de représenter des 
nombres entiers, et désignent des quantités réelles quelconques, posi- 
tives ou négatives. 

On voit, par ce qui précède, qu'il peut être utile, dans la recherche 
des propriétés générales des quantités réelles, de considérer des ex- 
pressions symboliques de la forme 

(29) a-i-p/^"!. 

Une semblable expression, dans laquelle a, ^ désignent deux quantités 
réelles, est ce qu'on nomme une expression imaginaire; et l'on dit que 
deux expressions imaginaires 

a -h [3 v^^ , y 4- ô y/— ^ 

sont égales entre elles, lorsqu'il y a égalité de part et d'autre : i** entre 
les parties réelles a et y; 2^ entre les coefficients de \/— 1, savoir [3 et 2. 
L'égalité de deux expressions imaginaires s'indique comme celle de 
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deux quantités réelles par le signe = ; et il en résulte ce qu'on appelle 
une équation imaginaire. Cela posé, toute équation imaginaire n'est 
que la représentation symbolique de deux équations entre quantités 
réelles. Par exemple, l'équation symbolique 

équivaut seule aux deux équations réelles 

a = y, (3 := ô. 

Lorsque, dans l'expression imaginaire 


a-hj3v/— I, 


le coefficient p de y^— i s'évanouit, le terme ^ V — i <?st censé réduit à 
zéro, et l'expression elle-même à la quantité réelle a. En vertu de cette 
convention, les expressions imaginaires comprennent comme cas par- 
ticuliers les quantités réelles. 

Les expressions imaginaires peuvent être soumises, aussi bien que 
les quantités réelles, aux diverses opérations de l'Algèbre. Si l'on 
effectue, en particulier, l'addition, la soustraction ou la multiplication 
de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, on obtiendra pour 
résultat une nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu'on appelle 
la somme y la différence, ou le produit des expressions données; et l'on 
se servira des notations ordinaires pour indiquer cette somme, cette 
différence ou ce produit. Par exemple, si l'on donne seulement deux 
expressions imaginaires 

on trouvera 

(3o) (a-l-(3v^)-h(y H-(îv^^)= a ^- y -H(P H- *)V^'^. 

(32) (a 4- (3 sf^i) X (y -f- à\f^i) z=iaLy — ^i -h(aô -^ ?y) \/=^. 

Diviser une première expression imaginaire par une deuxième, c'est 
trouver une troisième expression imaginaire qui, multipliée par la 
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deuxième, reproduise la première. Le résultat de cette opération est le 
quotient des deux expressions données. On se sert, pour l'indiquer, du 
signe ordinaire de la division. Ainsi 

y -h 3\/^ 

représente le quotient des deux expressions imaginaires 

a -i- p v^— I, y 4- ô sj— i . 

Elever une expression imaginaire à la puissance du degré m (m dé- 
signant un nombre entier), c'est former le produit de m facteurs égaux 
à cette expression. On indique Isl puissance m*^'"* de a-f- ^ v^— i par la 
notation 

Ainsi, en particulier, la notation 


représente le produit de l'expression a -t- ^ v^— i par elle-même. 

On dit que deux expressions imaginaires sont conjuguées Tune 
à l'autre, lorsque ces deux expressions ne différent entre elles que par 
le signe du coefficient de v^— i. La somme de deux semblables expres- 
sions est toujours réelle, ainsi que leur produit. En effet, les deux ex- 
pressions imaginaires conjuguées 

(22) a-hjSv^^, a— iSy/— I 

donnent pour somme 2a, et pour produit a*-f- ^^ La racine carrée de 
ce produit, ou 

(33) v/«'-+-(3S 

est ce qu'on nomme le module de chacune des expressions (22). Pour 
que le module (33) s'évanouisse, il est nécessaire et il suffît que l'on 
ait en même temps a = o, ^ = o, c'est-à-dire, en d'autres termes, que 
les expressions (22) se réduisent l'une et l'autre à zéro. 
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Remarquons encore que, en vertu des principes ci-dessus établis, 
r égalité de deux expressions imaginaires entraîne toujours l'égalité de 
leurs modules. 

Quelquefois on représente une expression imaginaire par une seule 
lettre. Cela posé, soit 

(34) X r=L p ->t- (j \f^^l 

une semblable expression, p et q étant deux quantités réelles quel- 
conques. On pourra se proposer d'assigner à ces deux quantités des 
valeurs telles que la valeur correspondante de x vérifie une équation 
donnée du second degré, par exemple, Féquation (7) ou (9). Alors 
la valeur de x deviendra ce qu'on nomme une racine imaginaire de l'é- 
quation (7) ou (9). Ajoutons que cette racine imaginaire se transfor- 
mera en une racine réelle, dans les cas où la valeur de q sera nulle. Si 
l'on suppose en particulier l'équation (9) réduite à l'équation (i4) 
ou (i7)f on la vérifiera évidemment en attribuant à x l'une des va- 
leurs réelles (i5), (16), ou l'une des valeurs imaginaires (18), (19). 
Donc ces valeurs représentent des racines réelles de l'équation (i4) et 
des racines imaginaires de l'équation (17). 

Revenons maintenant à l'équation (9) ou (ïo). Pour la résoudre gé- 
néralement, c'est-à-dire pour trouver toutes les valeurs réelles ou 
imaginaires de x qui peuvent la vérifier, posons comme ci-dessus 
X = p-h q V — I . Elle donnera 

{ 35 ) p* — 7' -+- 2/><7 y/^ = — B, 

et se partagera en deux équations réelles, savoir 
(36) p* — ^î = — B, a/>7=ro. 

Or on ne peut satisfaire aux équations (3G), par des valeurs réelles de 
p et de q, qu'en supposant 

(3;) 7 = 0, p^ = -H 

ou 

(38) p = o, g^=B. 
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La première supposition n'est admissible que dans le cas où l'on a 

(39) B<o, 

et Ton tire alors des formules (37) 

(40) a:=/>H-^V^^=z±v/— B. 

Au contraire, la seconde supposition n'est admissible que dans le cas 
où Ton a 

(4i) B>o, 

et l'on tire alors des formules (38) 

(42) J7=r/> -+-^V^— I=i:±: B* v^— I. 

Donc, dans tous les cas possibles, l'équation (10) admettra seulement 
deux racines, savoir, deux racines réelles fournies par les formules (12) 
ot (i3), si B est négatif, et deux racines imaginaires, mais conjuguées, 
fournies par les formules 

(43) j, = -B*v^^, 


(44) a: = B'v/-ï, 

si B devient positif. Si la quantité B s'évanouissait, les deux racines de 
l'équation (10) seraient égales entre elles, et chacune des formules ( 1 2), 
(i3), (43), (44) donnerait 

(45) X:=zO, 

Passons maintenant à l'équation (7). Cette équation pouvant s'é- 
crire comme il suit 

(46) ^^+:^y-HB~^ = o, 

on en tirera 

(47) (.^^y=A:_^ 

Œuvres de C, — S. U, t. IX. I 3 
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Cette dernière, étant semblable à l'équation (lo), se résoudra de la 
même manière; et d'abord, si l'on suppose 

(48) 4^= ou >B, 


4 


t=VT-- 


elle donnera 

49) -^ 

et par conséquent 

A /~V 

(5o) a:=-^:^±^j^B. 

Donc alors l'équation (7) admettra deux racines réelles, savoir 


( 5 I ) JL' 


(02) JT 


-^\/^". 
=-^\/^»- 


Si l'on suppose, au contraire, 

(53) 4-*<B, 

4 


la formule (47) donnera 


A . /^ A»\* 


(54) ^-4--==^ B~- ^^1, 


2 
et par conséquent 


(55) .=_^±(B_Ay^ 


! 


.1. 


Donc alors l'équation (7) admettra deux racines imaginaires, mais 
conjuguées l'une à l'autre, savoir 

(56) .=-^-(b-^)'*v/3T. 

(57) x = 


=_^.(b--)-^. 


Nous terminerons ce paragraphe en indiquant quelques propriétés 
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(les expressions imaginaires. Ces propriétés sont comprises dans les 
théorèmes que nous allons énoncer. 

Théorème II. — La somme de deux expressions imaginaires offre ^ 
ainsi que leur différence, un module compris entre la somme et la diffé- 
rence de leurs modules. 

Démonstration. — En effet, soient 

(58) a4.(3^/Zr;, y^^^JZTi 

les expressions imaginaires proposées. Leur somme et leur différence 

(59) a4-y_f-(;3-4-3)v/=n, «-y ^ (;3 ~ 5) v^" 

offriront pour modules les deux quantités 

(60) [a«-h P»-h 2(ay -4- pô) -f- y^-f- ô»p, [a«+ (3»— 2(ay -h (33) 4- y*-4- 3*]^ 

Comme on aura d'ailleurs, en vertu de la formule (28), 

(61) (ay + (33)«= OU <(a»4-P»)(y*4-ô-), 

il est clair que la valeur numérique de la somme 

(62) ay-l-[3ô 

sera inférieure ou tout au plus égale au produit 

(aî_H;3«)î(y«+ô«)2. 

Donc cette somme sera renfermée entre les deux limites 

(63) - (««H- (3«)« (y«-f. 3»)% H- (a*-4- P*)' (y«-f- â')i 

Donc, par suite, chacune des quantités (60) sera comprise entre les 
deux limites 

(6-i) \ j 

(a*-4-P»-hQv/a*+[3Vy«-ho»-+-y»4-ôO*=V^a'+P*-^-V^y'-HÔ% 
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c'est-k-dire entre la somme et la différence des modules des expres- 
sions (58). 

Corollaire, — La somme de plusieurs expressions imaginaires offre 
un module inférieur à la somme de leurs modules. 

Théorème III. — Le produit de deux expressions imaginaires a pour 
module le produit de leurs modules. 

Démonstration, — En effet, le produit des expressions imaginaires 

(58) a-h?\/^n", yH-ôy/HT 

étant lui-même une expression imaginaire conjuguée à celle qui repré- 
sente le produit des deux suivantes 

(65) a — ;3\/— I, y — dy/— I, 

chacun des produits en question aura pour module la racine carrée de 

la quantité 

(a«-h(3')(y=-+-a«), 

qui résulte de la multiplication des quatre facteurs (58) et (65). Donc 
ce module sera équivalent a 

(66) («*+?')'(/• 4- d*-)% 

c'est-a-dire au produit des modules des expressions (58). 
Corollaire /. — Le produit de plusieurs facteurs imaginaires 

a pour module le produit de leurs modules. 

Corollaire IL — Si, dans le corollaire qui précède, on suppose les 
divers facteurs imaginaires égaux entre eux, et leur nombre égal k m, 
on reconnaîtra que la m'^™* puissance d'une expression imaginaire a 
pour module la m*^™* puissance de son module. 

Corollaire IIL — Comme le produit de plusieurs modules ne peut 
devenir nul, sans que Tun de ces modules s'évanouisse, et qu'une ex- 
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pression imaginaire dont le module s'évanouit se réduit nécessaire- 
ment à zéro, il est clair que le corollaire I entraînera encore la propo- 
sition suivante : 

Théorème IV. — Le produit de plusieurs facteurs imaginaires ne peut 
s*évanouir avec son module qu autant que Vun des facteurs se réduit à 
zéro. 

On établit encore sans difficulté les théorèmes suivants : 

Théorème V. — Pour diviser une expression imaginaire par une quan- 
tité réelle, il suffit de diviser par cette quantité, dans l'expression dont il 
s'agit, la partie réelle et le coefficient de s] — i . 

Démonstration. — En effet, diviser l'expression imaginaire 


a -f- j3 v^— I 

par une quantité réelle y» c'est chercher une seconde expression ima- 
ginaire 

qui, étant multipliée par y, reproduise la première, en sorte que Ton 
ait 

(67) y{p -\^qsf~i) = a -+- p sj^^i . 

Or l'équation symbolique (67) équivaut aux deux équations réelles 

yp — ct, 77 = ?. 
desquelles on tire 


et, par suite. 


a (3 


_«_.? 


(68) x^p-^qs/^i^^-^^sj-i. 


Donc, pour obtenir le quotient de l'expression imaginaire a 4- {i y — i 
par la quantité réelle y, il suffit, dans cette expression, de diviser par 


y la partie réelle et le coefficient de yj— \ . 
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Théorème VI. — Pour diviser une expression imaginaire a -h ^ y— ^ 
par une expression semblable y -h o v^— i, il suffit de muhipUer la pre^ 
miére par une troisième expression imaginaire y — S \/— i qui soit conju- 
guée à la seconde, et de di^'iser le produit obtenu par le carré du module 

de Y -h v — I . 

Démonstration, — En effet, diviser a ■+- ^yj— i par y 4- Sy/— i, 
c'est chercher une expression imaginaire 


x^=Lp-\-q\j^ I 

qui soit propre à vérifier la formule 


D'ailleurs, si l'on multiplie par -^^—Zsl—i les deux membres de 
l'équation (O9), elle deviendra 

(70) (y«H-a«)x = (a4.pv^=rr)(y_âv/irT), 

et l'on en tirera 

Or cette dernière formule comprend évidemment le théorème VI. 

Scolie, — Si l'on développe le second membre de la formule (71), 
en ayant égard au théorème V, on trouvera 

(72) J"= ~ — >T + ^-^ >rV~'- 

^> ^ y* 4-0' y* -h ô* ^ 

TueouèmeVII. — Les deux polynômes 

i/a/?^ lesquels «o» ^r, , . . . , «;,_| , «„; Co, c, , . .. , C;,_, , c^ désignent des coeffi- 
cients réels ou imaginaires, ne peuvent rester égaux entre eux, quelle que 
soit la valeur réelle ou imaginaire de x^ à moins que Von nait 

(74) «o=C„, ^1 — C,, ..., an^\-=^Cn~\, a„=lCn' 
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Démonstration. — En effet, si deux polynômes (73) restent égaux, 
quel que soit n, leur différence sera toujours nulle, et l'on aura con- 
stamment 

Or on tirera de l'équation (70) : i^ en posant a? = o, 

2® en divisant le premier membre par a?, et posant de nouveau x = o, 

et ainsi de suite. 
Nous remarquerons encore que, étant donnée l'équation algébrique 

dans laquelle n désigne un nombre entier quelconque, et ao, «,, . . ., 
«n-i» ^n des coefficients constants réels ou imaginaires, on peut tou- 
jours réduire à l'unité le coefficient du premier terme. En effet, si l'on 
pose 

(77) -——A, -- = 15, ..., — — _i, r*— '^ 
ou, ce qui revient au même, 

(78) a, = aoA, a,= aoB, ..., art-i = aoI> a;,= aoï^» 

l'équation (76) pourra s'écrire ainsi qu'il suit 

(79 ) ^oCx" 4- Aa:'»-* -h Bx'»-» -4- . . . 4- I:r -+- K) = o ; 

et, comme a^ diffère nécessairement de zéro, lorsque a^^x'^ est le pre- 
mier terme de l'équation (76), on tirera de la formule (79)f réunie 
au théorème IV, 

(80) or'»-!- Ax'»-*-h Bir'*---+-.. .H- Ix -h K -=0. 

Dans le cas particulier où l'équation (76) est binôme ou du second 
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degré, c'est-a-dirc de l'une des formes 

(8i) aoX^-^an^o, 

alors, après la réduction du coefficient de son premier terme à Tunité, 
elle devient 

(83) x^-hKmo 

ou 

(8^4) ^t4.Ax-hB = o. 

§ II. — Sur la résolution des équations du premier et du second degré 
à coefficients quelconques, réels ou imaginaires. 

Considérons d'abord une équation du premier degré à coefficients 
réels ou imaginaires. Si Ton réduit à l'unité le coefficient du premier 
terme, cette équation se présentera sous la forme 

(i) jr-+-A=:o, 

A désignant une constante réelle ou imaginaire, et l'on en tirera 

(2) J=z — A. 

Considérons maintenant une équation quelconque du second degré. 
Si l'on réduit à l'unité le coefficient du premier terme, cette équation 
se présentera sous la forme 

(3) j"--i- Aj: -+- B 1=0, 

A, B désignant deux constantes réelles ou imaginaires. Si, de plus, la 
constante A s'évanouit, l'équation (3) deviendra 

ou 

(5) x^ = ^^. 


Donc alors, en écrivant, au lieu de — B, a -h j3\/— 1, et attribuant aux 
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lettres a, ^ des valeurs réelles, on aura simplement à résoudre l'équa- 
tion binôme 

(6) ^^z^ a -H (3 ^177. 

Or, on y parviendra sans peine, en opérant comme il suit. 

Désignons par/?, q deux quantités réelles tellement choisies que 

soit une valeur de x propre à vérifier l'équation (6). Cette équation 
donnera 


(8) p^—q^^ipqsj— I =La-\-^sJ—i 

et, par conséquent, 

(9) p^—q^—a, 

(10) 2pq — ^; 

puis on tirera des formules (7) et (10) 

(11) ûc = p -h —\/—i 

ou, ce qui revient au même, 

3 > — 

(12) x:=z -^-\-qK/-^i. 

2q ^ ^ 

D'ailleurs les formules (9) et (10) entraîneront la suivante 

(i3) ^«+^«^(a»^P«)«, 

que Ton peut aussi déduire immédiatement de l'équation (6) jointe 
au corollaire II du théorème III. Enfin Ton conclura des formules (9) 
et(i3) 

(.4) ^.^(f!!±li)i±f, 

2 

(lO) q^=:- ^—^ 

Œuvres de C, — S. U, t. IX. l4 
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et, par suite, 

(.7) , = ±(^^^-i!)*; 

puis, en substituant la valeur de p dans la formule (i i), ou la valeur 
de q dans la formule (12), on trouvera 

(î8) ^z:r±r^î^ r ^. _ ^_^ iV-' . 

ou, ce qui revient au même. 


[ (3 , (y/^^Tir-^t..^ )^ 
"I — ZZZZ i"^ 1 


(.9) -^\ . 1^ ^^^ r" -V^^'h 

Donc l'équation (6) admettra deux racines dont les valeurs seront res- 
pectivement 


(ao) X-— ^ ^- i\/-'» 

JL 


(ai) x-^ i^ï -!^ -- + -j — — '^- in/-'. 

ou, ce qui revient au même, 


(22) X = — 


1 1 V '» 


a«(^/«»-t-3^-ay 2* 


J. 


(23) X-- ^ i"^ T ^-V'^-i 

2«(v/a«-rP*-a)' 2* 

Dans le cas où ^ s'évanouit, l'équation (6) se réduit à 

(24) a:*=«. 
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Dans le même cas» on tire de la formule (i8), en supposant a positif, 

(25) a?=:i!=a', 

et de la formule (19)» en supposant a négatif, 

(26) x — ±:{—ay\J^^i. 

Ces dernières s'accordent, comme on devait s'y attendre, avec les for- 
mules (4o) et (42) du § I. 
Dans le cas où a s'évanouit, l'équation (6) se réduit à 

(27) ^«z=pv/=7, 

et l'on tire de la formule (18) ou (19) : i** en supposant ^ positif, 

2? en supposant ^ négatif, 

"4(-§)'-(-i)H- 

Ainsi, en particulier, les deux racines de l'équation 


(3o) j7« = v/--i 

seront données par la formule 

(3.) .^±i±^=±(' ^ 'V/=1\ 

va \V2 v^2 / 

et celles de i'équation 

(32) a?« = — /^ 

par la formule 

(33) .=±izi.^.=±(j._ '^.y 

Revenons maintenant à l'équation (3), et supposons que le coeffi- 
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cient A cesse de s'évanouir. Cette équation pouvant s'écrire comme il 
suit 

(34) (^■^^y-^^-x'"''' 

on en tirera 

(35) (,+ Ay=.A^_B. 

Or l'équation (35), étant de la même forme que l'équation (6), se 
résoudra de la même manière, et fournira pour x -^ — des valeurs 
semblables aux valeurs de x déterminées par la formule (i8) ou (19). 

Exemple. — Soit donnée l'équation du second degré 

(36) x^— (5 -+- 4 V^— 0»^ -+-6 -i- 8 v^— I = o. 
On en tirera 

(37) il . * _ ,.^ _ 

D'ailleurs, si l'on remplace x par x — (- -h ly/— i) dans le premier 

membre de la formule (18), et si l'on pose en outre a ~ — f j ^ = 2, 
on tirera de cette formule 

(38) ^_(^£ + ,^zr,J3.-(i^2v/^i) 

et, par suite, 

(89) ^=^^4_ayCi:2:Q4- îy-^j. 

Donc, les deux racines de l'équation (36) seront respectivement 


J7 


(4o) 


^ _ _^ 2 ^_ , -. Q _^- 2 ^_ , j _ 2, 


x= '- -h 2 V — i -\-(- -{- 2 s/— I J =1 3 -i- 4 V^^ ' • 
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§ III. — Sur la résolution des équations binômes. 

Considérons une équation binôme du degré n, la lettre n désignant 
un nombre entier quelconque. Si l'on réduit le coefficient du premier 
terme à l'unité, cette équation se présentera sous la forme 

(i) ^«-f-K^o, 

K étant une constante réelle ou imaginaire, et l'on en tirera 

(2) X^zn— K. 


Donc, en écrivant, au lieu de — K, a-h^y^— i, et attribuant aux 
lettres a, ^ des valeurs réelles, on ramènera l'équation (i) à la forme 

(3) j7«=a-+-;3/-^. 

Or on prouvera facilement que cette dernière peut toujours être résolue 
par des valeurs réelles ou imaginaires de la variable x. C'est, en effet, 
ce qui résulte des principes que nous allons établir. 

Supposons d'abord que le degré n se réduise à une puissance de 2, 

c'est-à-dire à l'un des nombres 2, 4» 8, iG, Alors l'équation (3) 

se trouvera réduite à l'une des suivantes : 


(4) ^' =x-\-^s/-i. 


(5) X* — a-h j3\/--i , 


(6) jc^ z=z a -i- 3 V/--I , 


(7) x''=z(X-^?^f^î, 


Or l'équation (4) a déjà été résolue dans le paragraphe précédent, où 

l'on a fait voir qu'elle admet deux racines de la forme p -^ q sj— i . De 
plus, il suffira de poser 

X -=^ y, y -riL z^ z =z Uf ... 


L 
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pour obtenir, à la place de la formule (5), le système des équations 
binômes 

(8) x^ — y, y^—a^^sf^v\ 

à la place de la formule (6), le système des trois équations binômes 


(9) x^—yy j'=-> 5»=a-+-Pv^--'; 

à la place de la formule (7), le système des quatre équations binômes 

(10) ^*=:j, y'^^=^z^ z*=:u^ M'=a 4-(3v/^^; 

etc. 

D'ailleurs, la dernière des formules (8) étant semblable à l'équa- 
tion (4). on en tirera deux valeurs réelles ou imaginaires de y; et, 
après avoir substitué successivement ces deux valeurs dans le second 
membre de l'équation ir^=j, on déduira de celle-ci quatre valeurs 
réelles ou imaginaires de <v qui seront propres à vérifier l'équa- 
tion (5). Pareillement, on tirera des formules (9) deux valeurs de 5, 
quatre valeurs de j, et, en définitive, huit valeurs de a: propres à 
vérifier l'équation (6). De même encore, on tirera des formules (10) 
seize valeurs de x propres à vérifier l'équation (7), etc. Donc, cha- 
cune des équations (4)» (5), (6), etc. offrira autant de racines que 
son degré renferme d'unités. On voit, en outre, que la détermination 
exacte de ces racines ne présentera aucune difficulté. 

Supposons maintenant que le degré n soit un nombre impair. Dans 
cette hypothèse, l'équation (3) admettra certainement une ou plu- 
sieurs racines réelles ou imaginaires, si l'une des quantités a, ^ s'éva- 
nouit. En eff'et, soit 2m -h i une valeur impaire de n. On vérifiera évi- 
demment l'équation 

(11) X^=(X 

ou 

(12) J?*'»-»-»!^», 
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en prenant 

(i3) .r — a»'^^» 

OU bien 


I 

Sm-hl 


(i4) ^ = _(^a) 


suivant que a sera positif ou négatif; et l'équation 


(i5) jp'»=[3v/^ 

ou 

(i6) ^«'«■*-» r= (3 y/^ , 

en prenant 

I 

(17) x = (— i)'«(3«'»-^V— > 

ou bien 

1^ _ 

suivant que ^ sera positif ou négatif. J'ajoute que, si, n étant impair, 
les quantités a et ^ ne s'évanouissent ni l'une ni l'autre, on pourra 
encore trouver une valeur réelle ou imaginaire de x propre à vérifier 
l'équation (3) ou 

(19) ^'» — («-+-pv/^)=o. 

C'est ce que l'on démontrera sans peine en raisonnant comme il suit. 
Représentons par p^qsl— i une valeur imaginaire quelconque 
attribuée à la variable x\ par 

(20) P4-Q/:ri^(^4.^^/ir7)«-(aH-(3v/^) 

la valeur correspondante du binôme 

(21) j?«-.(«-i-(îv/^), 
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et par r, p, R les modules des trois expressions imaginaires 


P + q v/--i , « 4- p v^--» » P -+- Q v^— I • 


en sorte qu'on ait 


1 


(22) r =ip^-^g^y, 

(23) p =:(a»4-P*)S 

(24) R=^:(P'-i-Q»)i 

Le module R de l'expression (20) deviendra, en vertu du théorème II, 
supérieur à la différence 

(25) /"' — p, 


si Ton suppose r">p, r^p"; et, par conséquent, il surpassera le 

module p, si Ton a 

1 

(26) r>{2p)". 

Au contraire, R sera équivalent à la valeur numérique de p ou de a et, 
par conséqtient, inférieur à p, si Ton suppose 

(27) q=~-o^ x'^-.z p'^ziza, 

» 

ou bien 

(28) p^o, x'^zzz{qsr:r,y^ç,^f—,. 

Donc, la plus petite valeur que puisse acquérir le module R de l'ex- 
pression (20) ou (21), tandis que x varie, est inférieure au module p 

de a -h |3 V— " i» ^t correspond à une valeur de x différente de zéro, 

1 

mais dont le module r ne surpasse pas (2p)''. D'ailleurs, si l'on 

attribue à la variable x une valeur distincte de /? -f- y V~" i» ^^ repré- 
sentée par 
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le binôme (21) se transformera en une fonction entière de s du degré riy 
savoir 

( 29) <*^ \ = P -H Q v/^ 4- /i(/? 4- ^ V^^/^* ^ + . . . 

Or, dans la formule (29), la somme des deux premiers termes du 
second membre s'évanouira si Ton prend 

(3o) z^=.— ^^ 


Mais si l'on prend 

(3.) .=-e P4-Qv/=1 


s désignant une quantité positive très peu différente de zéro, ce second 
membre deviendra une fonction entière de £ qui offrira pour premiers 
termes les deux expressions imaginaires 

Donc, si l'on divise cette fonction de e par P 4- Q \/— i, le quotient 
sera de la forme 

(Sa) I — £ -hc,e*-i-c,£'-i-. . .-+-c„_,e„, 

(>) La formule (29) se déduit i mmé diatement de Téquation ( 20 ) jointe à celle qu'on 
obtient en remplaçant y par p-^q / — i dans Téquation connue 

Au reste, l'emploi que nous faisons ici de la formule (21) n'exige pas que Ton détermine 
les coefficients de toutes les puissances de z qui entrent dans le second membre de cette 
formule ou de la formule (a). On peut même, à la rigueur, calculer seulement le coeffi- 
cient de z. Or, pour s'assurer que ce coefficient se réduit, dans la formule (a), à ny^-^^ 
il sufSt d'observer que l'on a généralement 

et, par suite, en supposant zi = z%=:.,. = Zn = z, 

(74-2)» = ^'•-1-/1^'»-* 2 -4-. . .4- 2". 
Œuvres de C. — S. U, t. IX. l5 
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C|, C2, . . ., Cq^, désignant des coefficients réels ou imaginaires, et Ton 
trouvera, en supposant la variable z déterminée par Téquation (3i), 

(33) ( (^-+-^V^--^-*-^)'*~(«-+'Pv^-^) 

Observons maintenant que, si R n'est pas nul, le second membre de 
l'équation (33) offrira, pour de très petites valeurs de e, un module 
inférieur à R. En effet, si l'on nomme 

les modules des expressions imaginaires 

^1» ^t» • • • » ^*— 1» 
la somme des expressions 

1 — £, C|£, CfS, •••» ^/i— 1£ » 

OU le polynôme (32), aura pour module (en vertu des théorèmes II, III 
et de leurs corollaires) un nombre inférieur à la somme des quan- 
tités 

en sorte qu'on trouvera 

(34) ô< I — £(l — Xjfi — X,£'— . . .--X„_i £'»-*). 

D'ailleurs, pour de très petites valeurs de e, le polynôme 

(35) I — X,£ — X,£'— . . . — X^-jS"-* 

étant très peu différent de l'unité, on conclura de la formule (34) 

(36) ô<i, 

(37) 0R<R. 

Donc, lorsque R ne sera pas nul, on pourra choisir e de manière que 
le module OR de l'expression (33) devienne inférieur à R. Il suit évi- 
demment de cette remarque que le plus petit module de l'exprès- 
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sion (21) ne saurait différer de zéro. Donc, puisque ce plus petit 

module correspond k une valeur de r inférieure à (2p)", et que l'expres- 
sion (21) s'évanouit avec son module, l'équation (19) ou (3) admet 
une ou plusieurs racines dont les modules sont renfermés entre les 

limites o, (2p)". 

Les principes que nous venons d'exposer ne servent pas seulement 
à prouver que, dans le cas où n est impair, l'équation (3) admet une 
ou plusieurs racines réelles ou imaginaires; ils fournissent encore le 
moyen de déterminer numériquement au moins l'une de ces racines. 
En effet, supposons que, n étant égal à 2m 4-1, on désigne par or, la 
valeur de x donnée par l'une des équations (i3), (i4)» (17)» (18). 
Après avoir calculé les valeurs correspondantes des nombres x^ , x^, . . . , 
x._,, on trouvera sans peine une valeur de £ propre à rendre positive 
la quantité (35), c'est-à-dire à vérifier la condition 

Car il suffira, pour y parvenir, d'attribuer à £ des valeurs décroissantes, 
par exemple 


I 


10 I 00 I 000 
jusqu'à ce que le polynôme 

(39) XjE -hX,£*-h. . .-h X^.jC'»-*, 

qui décroit constamment et indéfiniment avec £, devienne inférieur à 
l'unité. Or, £ étant choisi de manière à vérifier la condition (38), il 
suffira d'ajouter à x^ le second membre de la formule (3i), pour 
obtenir une nouvelle valeur de x, à laquelle réponde une valeur de R 
plus petite que le module de l'expression ir"4- a-h P\/— i. Soit x^ 
cette nouvelle valeur de x. L'opération par laquelle on a déduit x^ de 
0?,, étant plusieurs fois répétée, fournira une suite de valeurs de x, 
auxquelles correspondront des valeurs de plus en plus petites de la 
quantité positive R, qui représente le module de l'expression 
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Cela posé, soit 

(4o) d?i, d?t> ^»> ^*> ••• 

la suite des valeurs de x dont il est ici question. Tandis que les mo- 
dules des expressions 

deviendront de plus en plus petits, les termes de la série (4o) conver- 
geront vers une certaine limite qui sera nécessairement une valeur 
de X propre à vérifier Téquation (3). 

Il reste à examiner le cas où le degré n de l'équation (3) ne se ré- 
duit ni à un nombre impair ni à une puissance de 2. Soit, dans cette 
hypothèse, if la plus haute puissance de 2 qui puisse diviser le degré n. 
Ce degré sera le produit de 2' par un nombre impair 2/72 h- i, et Téqua- 
tion (3) ou 


(4a) :r»'<*'»-»-*)— a-f-Py/— > 

pourra être remplacée par le système des deux formules 

(43) ^^'-y. j.im^izz.a^Pv/^. 

Or la seconde des équations (43)f étant semblable à Téquation (3), 
mais d'un degré impair, pourra toujours être vérifiée, d'après ce qu'on 
vient de dire, par des valeurs réelles ou imaginaires de y; et, pour 
chacune de ces valeurs de j^, l'équation 

dont le degré se réduit à une puissance du nombre 2, fournira autant 

de valeurs de x que son degré renferme d'unités. 

On peut donc affirmer que, dans tous les cas, une équation binôme 

admet des racines réelles ou imaginaires. 

Au reste, on s'assurera facilement que le module de chacune des 

1 

racines de l'équation (3) se réduit toujours à p". Car, si l'on nomme r 
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le module d'une de ces racines, on aura, en vertu de ce qui a été dit 
ci-dessus (p. 96), 

(44) r^=p 

et, par suite, 


1 


(45) r = p\ 

§ IV. — Sur la résolution des équations de degré quelconque 
• à coefficients réels. 

Si, dans une équation du degré /i, on réduit à l'unité le coeflicient 
du premier terme, elle se présentera sous la forme 

(1) J?*»-!- Aa:»-*-hBj?'»-*-f-. . .-hI^-l-K = o. 

Si d'ailleurs les coefficients A, B, ..., I, K sont réels et donnés en 
nombres, on pourra, lorsque certaines conditions seront remplies, 
affirmer que l'équation (i) admet des racines réelles, et l'on établira 
sans peine les propositions suivantes : 

Théorème VIII. — - Si, en substituant Vune après l'autre, dans le pre- 
mier membre de l'équation (i), deux valeurs réelles et finies de a?, par 
exemple x = a^ x =^ b^ on obtient deux résultats de signes contraires, on 
pourra en conclure que l'équation admet au moins une racine réelle com- 
prise entre aet b, , 

Démonstration. — En effet, concevons que l'on fasse varier x par 
degrés insensibles depuis la limite x = a jusqu'à la limite x = b. Le 
premier membre de l'équation (i), ou le polynôme 

(2) ar^-h Ax^-^ + Baj^-'-f-. . .h-Ij? -i-K 

variera lui-même par degrés insensibles, en conservant une valeur 
finie, mais de manière à changer de signe ; et il est clair qu'il s'éva- 
nouira au moment où il passera du positif au négatif, ou du négatif au 
positif. 
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Corollaire /. — II est bon d'observer que le polynôme (2) peut être 
considéré comme le produit des deux facteurs 

(3) ^» 

et 

//x A B I K 

dont le second diffère très peu de l'unité, et par suite reste positif, 
quand on attribue à la variable x une très grande valeur numérique. 
Cela posé, comme l'autre facteur af change de signe avec ar, dans le 
cas où le degré n est un nombre impair, il suffira évidemment, dans ce 
cas, d'attribuer à la variable x deux valeurs de la forme 

X = — a, ^ = a, 

a désignant une quantité positive très considérable, pour que les va- 
leurs correspondantes du polynôme (2) soient affectées de signes con- 
traires. Donc alors l'équation (i) admettra au moins une racine réelle. 

Corollaire IL — Si, le degré n étant un nombre pair, on désigne tou- 
jours par a une quantité positive très considérable, le polynôme (2), 
ou le produit des facteurs (3) et (4)f sera évidemment positif pour 
ic = — a. Si d'ailleurs la quantité K est négative, le polynôme (2) de- 
viendra positif pour or = o. Donc alors ce polynôme changera de signe 
tandis que l'on fera varier x, soit entre les limites a? = — a, a: = o, soit 
entre les limites x = o^x = a. Donc, par suite, l'équation (i) admettra 
au moins deux racines réelles, l'une positive, l'autre négative. 

Théorème IX. — Supposons que, dans le polynôme (2), le dernier 
terme étant négatif, les termes positifs, s'il en existe, suivent immédiate- 
ment le premier terme. L'équation (i) admettra une racine réelle et posi- 
tive, et n'en aura quune de cette espèce. 

Démonstration. — - Soient 

Pl> Pl» •••» P«-l> Pn 
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les valeurs numériques des coefficients 

En vertu de Thypothëse admise, Téquation (i) sera de la forme 

(5) a^^-h pid?«-«4- ptOy^-'-f-. . .-h pm^""""— p«H-i^'*-'«-»— . . .— p„-i^ — p«= o, 

m étant un nombre entier inférieur à n. D'ailleurs le polynôme 

(6) ^* -f- pia?*»-* -+- p,a:*-«H- . . . -+- Pm^'"~'^ — pm+l^*"'"~* — ... — Pn-iO? — p« 

est le produit des deux facteurs 

(8) ^-4-p,^«-4-...4.p.-(P^4-...4-^£^4-^ 

et il est clair que, si Ton fait croître x par degrés insensibles, mais 
indéfiniment, à partir de a; = o, l'expression 

(9) a:«-hp,x'»-»-H...-l-p« 

croîtra en passant de la limite p^ à Tinfini positif, tandis que l'ex- 
pression 

(.0) P"*"- ■ P- - P" 


TU nnft — ni^\ /]/»lt—ttl 


I 
II 


décroîtra en passant de l'infini positif à zéro. Donc alors la diffé- 
rence (8) croîtra sans cesse, en passant de l'infini positif à l'infini 
négatif. Donc cette différence s'évanouira, mais une fois seulement, 
pour une valeur positive de a?, et l'on pourra en dire autant du poly- 
nôme (6) qui forme le premier membre de l'équation (5). 

Corollaire. — Lorsqu'on suppose m = o, l'équation (5) se réduit à 

(il) oj»— pxX"-^ — p,aî»~« — . . . — p«-t^ — P/i = o. 

Donc cette dernière admet une racine réelle positive, et n'en a qu'une 
de cette espèce. 
Lorsque les coefficients de l'équation (5) ou (ii) sont donnés en 
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nombres, on peut aisément déterminer la racine positive de cette équa- 
tion, avec une approximation aussi grande qu'on le juge convenable, à 
l'aide de procédés semblables à ceux auxquels on a recours dans l'ex- 
traction des racines carrées et cubiques. Il est d'ailleurs facile de 
trouver une limite supérieure à la racine dont il s'agit. On y parviendra 
en particulier pour l'équation (ii), en suivant l'une des méthodes que 
nous allons exposer. 

Soient p le plus grand des coefficients p<, p^* •••» Pn-t* Pn* ^t * '^ 
racine positive de l'équation (ii). On aura 


(12) t'»=p|t«-»-hp,v«-*-f-...-+-p„-ii.4-pn, . 

et, par suite, 

t«<p{t'»-*-Kt'»-*-h...-ht-hi), t«<p* ~ 


1 

t — 1 


OU, ce qui revient au même. 




t« 


(i3) t<p-hi. 

Donc la racine positive de l'équation (11) sera inférieure au plus grand 
des nombres 

(l4) Pi-Hl, pt-hl, ..., p„--i-l-I, p»-hl. 

De l'équation (12), présentée sous la forme 

(-5) .^Pi^p«^...H.e^H-e^, 

on conclut encore que les rapports 


Pi Pt P/t-t p» 


('^) '-* tT' "•' :-^3r» 7^ 


doivent être ou égaux entre eux et à -> ou les uns supérieurs, les au- 
tres inférieurs à -• Donc, par suite, les rapports 


('7) 


n 


Pi np, npn-i npn 


'> — z—ry 


t t* t^n-l ^n 
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doivent être, ou égaux, ou les uns supérieurs, les autres inférieurs à 
l'unité; et Ton pourra en dire autant des expressions 




• •> 


//^p^y-«^ (np,^,r-' ^ fnpA"_ (np„r 

Or il en résulte évidemment que la racine t sera comprise entre le plus 
petit et le plus grand des nombres 


Observons maintenant que, si, dans le premier membre de l'équa- 
tion (il), on attribue à la variable x une valeur positive quelconque 
désignée par r, la valeur correspondante de ce premier membre sera 

{19) r« — pir^-ï — p,/"»-» — ...— p„.,r — p„ 

ou, ce qui revient au même. 


P±__h_ Pn-t Pn\ 


(20) ,.« ,_!iL_q 

Or le produit (20) est composé de deux facteurs qui, pour des valeurs 
croissantes de r, croissent l'un et l'autre, et convergent, le premier 
vers la limite co, le second vers la limite 1 . Donc ce produit, qiii s'éva- 
nouit pour r= r, deviendra positif dès que l'on aura r>r, par exemple, 
lorsqu'on supposera r=p-{- i, ou lorsqu'on prendra pour r le plus 
grand des nombres (18); de plus, le produit dont il s'agit ou le poly- 
nôme (19) deviendra infini paur des valeurs infinies de r. 

§ V. — Sur la résolution des équations de degré quelconque 

à coefficients imaginaires. 

Considérons, comme dans le § lY, une équation du degré n, mais à 
coefficients imaginaires. En réduisant le coefficient du premier terme 
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à l'unité, on ramènera encore cette équation à la forme 

(î) j:«-hAx«-»-hBj7'»~»-i-...-hIj?-hK = o. 

Seulement les constantes A, B, . .., I, K et les valeurs de x propres à 
vérifier l'équation (i) pourront être imaginaires. D'ailleurs, si l'on dé- 
signe par/? -^-qs!— i une valeur imaginaire quelconque attribuée à la 
variable x^ et par 

les modules des expressions imaginaires 

A, B, ..., I, K, p-hgs/'-i, 
le module du polynôme 

(2) Aa:*'»-*-hBx'»-*-4-...-hIa:-hK 

sera (en vertu des théorèmes II et III) égal ou inférieur à la somme 

(3) p,r«-»-+-p,r«-« + ...-hp„_i/'-hp„, 

et, par suite, le module du polynôme 

( 4 ) x'^-hA j:"-* -f- B x»-« -h . . . -h Ix -h K 

(voir encore le théorème II) sera égal ou supérieur à la différence 

(5) r« — pir»-» — p,r«-* — ... — p„_,r — p„, 

lorsqu'elle sera positive, c'est-a-dire lorsque le module r" de x" sur- 
passera celui du polynôme (2). Or l'expression (5) acquerra une va- 
leur positive et différente de zéro (voir le § IV), dès que le module r 
deviendra supérieur à la quantité positive t qui vérifie l'équation 

(6) '^'*==,pii'-*-Hpjt'»-*-h...4-p«-,t4-p„, 

par exemple, lorsqu'on prendra pour r le plus grand des nombres 

(7) pl-+->» pJ-M, ...» pn-l-+-I» P«-+-l 

OU le plus grand terme de la suite 


(8) /Ipi, («Pt)S ..., (/ip„-,)''-S (/ipn)". 
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Donc alors le module du polynôme (4), étant égal ou supérieur à l'ex- 
pression (5), acquerra lui-même une valeur différente de zéro. Donc 
Téquation (i) ne peut être vérifiée par aucune valeur de x dont le mo- 
dule surpasse la quantité t. Ajoutons que, si le module r, devenant su- 
périeur à t, croît au delà de toute limite, on pourra en dire autant de 
l'expression (5), et, à plus forte raison, du module du polynôme (4). 
Concevons maintenant que l'on désigne par P -+- Q \/— i la valeur du 
polynôme (4) correspondante \ x=p -f-y v/— i, et par R le module 
de l'expression imaginaire P -+- Qv^— i. D'après ce qu'on vient de 
dire, le module R croîtra indéfiniment avec r. Donc les plus petites va- 
leurs de ce module correspondront, non à des valeurs infinies, mais 
à des valeurs finies de r et de x. D'ailleurs, si l'on attribue à la va- 
riable X une valeur distincte de /? 4- q^^ 't et représentée par 

p-^q y/— I -h 5, 

le polynôme (4) se transformera en une fonction entière de z du 
degré n^ savoir 

(9) j 

qui pourra être présentée sous la forme 
j P4-Qv^=l-h(P,-hQiv/=^)- 

Pi, Pj, ..., Pn-«; Qm Q2. .... Qii-i désignant encore des quantités 
réelles. Cela posé, admettons d'abord que l'expression imaginaire 
P* -f-Q, V^— I •ne soit pas nulle. Alors, dans le polynôme (10), la 
somme des deux premiers termes s'évanouira, si l'on prend 




00 

Mais, si l'on prend 

(12) 5=— £ , 

P,-+-Q,v^-i 
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e désignant une quantité positive très peu différente de zéro, la même 
expression deviendra une fonction entière de £ qui offrira pour pre- 
miers termes les deux expressions imaginaires 

P + Qy/ir7, ^£(P4-QvCr7). 


Donc, si l'on divise cette fonction de e par P -i-Qy^— i, le quotient 
sera de la forme 

r,, Cj, ..., c^_, désignant des coefficients réels ou imaginaires, et l'on 
trouvera, en supposant la variable z déterminée par la formule (12), 


1 (p -^ q\f^ -^ ^y -h \(p ^ q>/-i -^ zY"' ^B(p -h q\/'^ -^ zY 


-i 


{ = ( P -h Q /^) ( I — e H- C, £* -+- C,£» -h . . . -h C^_| £" ). 

D'autre part, si l'on nomme 

les modules des expressions imaginaires 

on prouvera, en raisonnant comme ci-dessus (p. 1 1^4), que le module 
du polynôme 

(l4) !—£-+- C,£*-+- C,£'H-. . .-hCn^iE'' 

est inférieur à la somme 

et vérifie, en conséquence, la formule 

dès que l'on suppose £<i. Enfin la formule (i5) donnera évidem- 
ment, pour de très petites valeurs de £, 

(16) 0<i, 

(17) 0R<R. 
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Par conséquent, lorsque R ne sera pas nul, on pourra choisir i de ma- 
nière que le module OR de l'expression (i3) demeure inférieur à R. 
Donc, si l'expression imaginaire P, -f- Qiv/— i ne s'évanouit pas, la 
plus petite valeur de R ou le plus petit module du polynôme (4) ne 
pourra différer de zéro. 

Admettons à présent que P, -h Qi v^— i s'évanouisse, et supposons 
que, parmi les expressions imaginaires 


la première de celles qui ne sont pas nulles corresponde à l'indice m. 
Alors, dans le polynôme (lo) réduit à la forme 

^^ j P + Qv^-Ï4-(P,.+ 0«v^=l)s- 
( -h (P,„^, -4- 0,«.Hi v/~)^"*-*-' -h . . . -+- (P„-, -h Q«-, V ^) ^'*-' -^ -"' 

la somme des deux premiers termes s'évanouira, si l'on prend 

(19) ^ = Ç, 

s désignant une valeur de s propre à vérifier l'équation binôme 


(20) 5"*= ^^ 


Mais, si l'on prend 

(21) - = £;, 

s étant une quantité positive différente de zéro, le polynôme (i8) de- 
viendra une fonction entière de £, qui offrira pour premiers termes les 
deux expressions imaginaires 

P-hQvCTT, -s"»(P-+-Qv/^). 

Donc, si l'on divise cette fonction de e par P -h Q v^— i , le quotient 
sera de la forme 

c,, Cj, . . . , c^_,„ désignant des coefficients réels ou imaginaires, et Ton 
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trouvera, en supposant la variable z déterminée par l'équation (21), 

(23) { 4. l(^4_^y/ir74-5)H-K 

= (P -*- Q V^--^) (i — e*"-!- Ci£'«+» -1- c,£'«-»-* + . . .-h c^-^e"). 
D'autre part, si l'on nomme 

les modules des expression^ imaginaires 

on s'assurera, en raisonnant comme à la page ii4» que le module 
du polynôme 

vérifie la formule 

lorsqu'on suppose £<i, et devient par suite inférieur a l'unité, 
lorsque £ diffère très peu de zéro. Donc, si R n'est pas nul, le module 
OR de l'expression (23) sera, pour de très petites valeurs de £, infé- 
rieur à R. Par conséquent, dans l'hypothèse admise, la plus petite va- 
leur de R ou le plus petit module du polynôme (4) se réduira encore k 
zéro. 

Il est donc prouvé que, dans tous les cas, les valeurs finies de r et 
de X, pour lesquelles le module R devient le plus petit possible, font 
évanouir ce module et, par suite, le polynôme (4). Donc il existe une 
ou plusieurs valeurs finies de x propres à vérifier l'équation (i). En 
d'autres termes, cette équation admet nécessairement une ou plu- 
sieurs racines soit réelles, soit imaginaires. 

La méthode par laquelle on vient d'établir l'existence des racines 
réelles ou imaginaires des équations de degré quelconque peut en- 
core servir au calcul numérique de ces racines. En effet, nommons 
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j:,, x^ les deux valeurs de x ci-dessus désignées par p -h qyj— i et 
P -^ Çy/— I -H 5. Pour que le module du polynôme (4) diminue tandis 
que la variable x passera de la valeur x = x^k la valeur x = xn, il 
suffira de choisir le nombre e de manière que le second membre de la 
formule (i5) ou (25) devienne inférieur à Tunité, et par conséquent 
de manière que l'on ait 

ou 

(27) X16 H- X,6*-+-. . . -h X««;„ £'»-'»< I . 

Or la condition (26) sera remplie, si l'on prend pour e un nombre in- 
férieur à la racine positive unique de l'équation 

{28) X|6 -1- x,e*-h. . .-h X„_i6'*-*= I. 

D'ailleurs cette équation, pouvant s'écrire comme il suit 

(29) ' (7) =''>(î) "^""'(e) -+-•••-^'^«-1' 

fournira une valeur positive de - inférieure au plus grand des nombres 
ainsi qu'à la plus grande des quantités 

(/i— i)Xi, [(/i — i)x,]*, ..., [(/i — i)x„_,]«-» 

{voirie §IV), et par conséquent une valeur positive de £ inférieure au 
plus petit des rapports 

III 

(3o) > 9 •••> ; — > 

^ ' Xj-hl X,-+-I X;j^l-Hl 

ainsi qu'à la plus petite des quantités 

(30 r-V' \t-^X' •••' [;— ^— r'- 

^ ' (rt — i)x, Hn — i)xt} U" — OX/.-1J 
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Donc le plus petit terme de la suite (3o) ou (3i), étant pris pour t, 
vôrilicra la condition (26). De même, on vérifiera la condition (27) en 
prônant pour t un nombre inférieur à la racine positive unique de l'é- 
quation binôme 

on le plus pclit terme de l'une quelconque des deux suites 


Ainsi, dans tous les cas, après avoir choisi arbitrairement la valeur 
lie X ci-dessus représentée par ar, oa p + q<ij— i. on pourra, de cette 
prcmièri! valeur, en déduire une seconde x^ qui fournisse un moindre 
module du polynôme (-i)- f-p'^ posé, si l'on répète plusieurs fois de 
suite l'opération par laquelle on déduit x.^ de x,, on obtiendra évi- 
demment une série de valeurs finies de x, auxquelles correspondront 
des modules de plus en plus petits du même polynôme, et, si l'on dé- 
signe ces valeurs par 

(35) ^„ ^„ ^„ ^, 

la limite vers laquelle elles convergeront, tandis que le polynôme (4) 
s'approchera indéfiniment de zéro, sera certainement une racine de 
l'équation (i). 

Soit maintenante une racine réelle ou imaginaire de l'équation (1). 
On aura identiquement 

(36) 0" + Aa"-' + Bfl''-' + . . .+ la + K = o 
ou, ce qui revient au même. 


ei, par suite. 
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Comme on a d'ailleurs, en désignant par m un nombre entier quel- 
conque, 

(38) j:'« — a'« = (a: — a) (a'"»-*-+- aa?'"-'-f-. . .H- a'^-^x -+- a'«"'), 

la formule (37) donnera évidemment 

(39) ) rz: (j7 — a) [jr'» -* -+- (a -f- A ) J7»-* -+- (a* -h A a 4- B ) .r" -' -h . . . 

/ ^ (ûf/i-i -+. A a»-» 4- B a«-» -h . . . 4- I )]. 

Donc le polynôme (4). qui est du degré n par rapport à or, peut tou- 
jours être décomposé en deux 'facteurs, dont Tun soit linéaire et de la 
forme 

(40) j; — a, 

l'autre étant un nouveau polynôme du degré n — i et de la forme 

( x'»-'4-(a4- A)x''-*4- (a-4- Aa4- B)j:'»-'4-. . . 

'( -h(a»-*4-Aa»-»4-Ba»-"4-... -hl). 


De plus, en désignant par h une racine réelle ou imaginaire de l'é- 
quation 

^ j j:'«-*4- (a4- A)»r'»-'4-(a'4- Art4-B)a:'»-'4-. .. 

'/ 4-(a'»-*4-Aa'»-»4-Ba'»-»4-...4-l)==o, 

on prouvera encore que le polynôme (4 1) peut être décomposé en deux 
facteurs dont l'un soit x — b, l'autre étant un polynôme du degré 
71 — 2 et de la forme 

(43) x»-*4-(^»4-ûr4-A)j:-'»-»4-[6»4-a^-ha'4-A(^^4-rt)4-B].r'*-*4- 

Donc le polynôme (4) sera le produit des facteurs linéaires x — a, 
X — b par un polynôme du degré n — • 2. En continuant de la mémo 
manière, on prouvera définitivement que le polynôme (4) est le pro- 
duit de n facteurs linéaires et de la forme 

(44) X — df .T — Ij, ..., X — ly X — k 

par un polynôme du degré zéro, c'est-à-dire par une constante; et, 
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comme cette constante devra se réduire au coefficient de af^ dans le 
polynôme (4), par conséquent à l'unité, on trouvera 

(45) a:'»-HAx'»-*-i- Bj?'»-*-4-. . .H-Ij?-hK=: (a: — a) (j: — 6). . .(x — i) (x — Ar). 

Donc l'équation (i) pourra toujours être présentée sous la forme 

(46) (JT — à) {^x — b), . ,(j: — /) (j? — k) := o, 

iiyh^ . . . , 2, k désignant n constantes réelles ou imaginaires. Mais on a 
démontré {voir le théorème IV) que le produit de plusieurs facteurs 
imaginaires ne peut s'évanouir qu'autant que l'un de ces facteurs se 
réduit à zéro. Donc toute valeur réelle' ou imaginaire de x^ propre à 
vérifier l'équation (4(>)» coïncidera nécessairement avec l'une des va- 
leurs de X déterminées par les formules 

( 47 ) X — a 1= o, X — bz^Oy . . , X — £ =: o, X — A* zz: o, 

c'est-k-dire avec l'une des constantes a, é, ..., i, k\ et, comme cha- 
cune de ces constantes est évidemment racine de l'équation (4G), on 
pourra énoncer la proposition suivante : 

Théorème X. — Quelles que soient les valeurs réelles ou les valeurs 
imaginaires des coefficients A, B, ..., I, K, Véquation (i) a toujours 
n racines réelles ou imaginaires^ et nen saurait avoir un plus gmnd 
nombre. 

De plus, on déduira immédiatement de la formule (45) cet autre 
théorème : 

Théorème XI. — Si l'on désigne par a, 6, c, . . . , i, k les n racines de 
r équation (i), le premier membre de cette équation ou le polynôme (4) 
sera le produit des facteurs linéaires 

(48) X — a, X — b, . . . , X — I, X — k. 

Observons encore que, si Ton développe le second membre de l'é- 
quation (45), elle deviendra 

( JT^-h Aj?'»-*-^ Ba?'»-'-h.. .-+-Ij?-+-K 

( ma;'» - (a-H^ H-. . .H- < -H A:)x'»-* -h. . ,±:ab, ..ik^ 
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et que Ton tirera de la formule (49)» en ayant égard au théorème VII, 

a -+- ^ H- c -H . . . H- « H- X' = — A, 

ab -h ac -^ . . . -r- ai -h ak -h bc -h . . . -h bi -h bk -h » » . -^ ik zin Bf 
(5o) 

abc, . . £ -H abc . . . Ar -h . . . 4- ^c . . . zX* = ip I, 
abc. . .ik=:± K. 

Or ces dernières équations comprennent évidemment un théorème 
que l'on peut énoncer comme il suit : 

Théorème XII. — Lorsque, dans une équation du degré /i, le coefficient 
du premier ternie est réduit à V unité, les coefficients du deuxième, du 
troisième, du quatrième, . . . ,du dernier terme, étant pris alternativement 
avec le signe — et avec te signe 4- , sont respectivement égaux à la somme 
des racines, ou aux sommes des produits qu'on obtient en multipliant ces 
racines deux à deux, trois à trois, etc.^ ou enfin au produit de toutes les 
racines. 

Lorsque deux ou plusieurs des constantes a, 6, c, ... sont égales 
entre elles, les facteurs linéaires correspondants deviennent égaux, et 
l'on dit que l'équation (i) a des racines égales. 

Lorsque, dans le polynôme (4)» les coefficients A, B, . . . , I, K sont 
réels, alors, en substituant successivement dans ce polynôme deux 
valeurs de x imaginaires, mais conjuguées l'une à l'autre, par exemple, 

(5l) xz=p-^q^—\, x—p — q\J—\, 

on obtient évidemment pour résultats deux nouvelles expressions ima- 
ginaires, qui sont encore conjuguées l'une à l'autre ou de la forme 

(52) P + Q\/^, P-Qv/^i, 

P, Q étant des quantités réelles. D'ailleurs, pour que chacune des ex- 
pressions (52) s'évanouisse, il sera nécessaire et il suffira que l'on ait 

(53) P = o, = 0. 
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Donc ces deux expressions ne pourront s'évanouir Tune sans l'autre, 
et si l'équation (i) offre, dans Thypothëse admise, une racine imagi- 
naire de la forme/? + q \l— i, elle en offrira une seconde conjuguée à 
la première ou de la forme p — q y/— i . Dans le même cas, ceux des 
facteurs linéaires a? — a, or — é, ... , qui correspondront à deux racines 
imaginaires conjuguées, seront eux-mêmes conjugués entre eux ou de 
la forme 

(54) x—p — qsj—x, J^—p-^qs'—u 

« 

et donneront pour produit un facteur réel du second degré, savoir 

(55) . {Jc-pY^q^- 

Ces remarques fournissent les propositions suivantes : 

Théorème XIII. — Si, dans r équation (i), les coefficients A, B, ..., 
i, Ksont tous réels 9 cette équation n'admettra quun nombre pair de ra- 
cines imaginaires qm\ prises deuv à deux^ seront conjuguées l'une à 
l'autre. 

Théorème XIV. — Si^ dans le polynôme (4)» les coefficients A, B, ...» 
I, K sont tous réels ^ ce polynôme sera décomposable en facteurs réels du 
premier ou du second degré. 

Les deux théorèmes qui précèdent s'étendent évidemment à l'équa- 
tion (76) du § I et au polynôme qui forme le premier membre de cette 
équation, c'est-à-dire à tous les polynômes dont les coefficients sont 
réels, et aux équations qu'on obtient en égalant ces polynômes à 
zéro. 


§ VI. — Sur ta détermination des fonctions symétriques des racines 

d'une équation donnée 

(0 vCh- Aa?'»-*-+-Bx'»-'-h. . .4-Ix-hK=:i o, 

dans laquelle A, B, . . . , 1, K désignent des constantes réelles ou ima- 
ginaires. Si Ton nomme a, b^ c, . . . , h, 1, k les racines de cette équa- 
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tion, Ton aura, comme on Ta prouvé dans le § V, 

a-h6H-c-i-...-h£-b^* = — A, 

a^ 4- ac -h . . . -h fl* -H aA: + 6c -h . . , -h ^1 -h 6X: -+- . . . H- l'A: = B, 

(a) 

abc, . . £ 4- abc. . . X -h . . . -h bc- . . ik = qi I, 

abc, . .«A: =±: K. 

Soit maintenant U une fonction entière de chacune des racines a, b, 
c, •..,!, k^ qui, comme les premiers membres des équations (2), no 
change pas de valeur, quand on échange entre elles ces mêmes racines. 
U sera ce qu'on appelle \xx\^ fonction symétrique des racines de l'équa- 
tion (i), et Ton pourra, sans résoudre cette équation, déduire la valeur 
de U des valeurs supposées connues des coefficients A, B, C, . . . , I, K. 
On y parviendra en effet très aisément k l'aide de la proposition sui- 
vante : 

Théorème XV. — Soient a^ b^ c^ ,,. les racines supposées inégales de 
l'équation (i). Concevons de plus que U représente une fonction symé- 
trique de ces racines ^ et que^ par un moyen quelconque^ on ait transformé 
U en une fonction entière de a, du degré /w, savoir 

(3) ^a'"H-0ll'a"»-*4-...4-^a-h5 = U, 

4^, OU, ..., 8, G étant de nouveaux coefficients dont les valeurs se dé-- 
duisent de celles des coefficients A, B, . . . , I, K. S< V équation (3) subsiste 
tandis qu'on y remplace la racine a par l'une quelconque des racines b, 
c^ df . . . , le polynôme 

(4) 4L«'"-+- On.a'»-' -H. . .-+- Sa -f- G, 

divisé par la fonction 

(5) a^H- Aa'»-'H-Ba'*-*-H. . .-hla-hK, 

fournira un reste indépendant de a, et ce reste sera précisément la valeur 
deV. 

m 

Démonstration. — En effet, dans l'hypothèse admise, chacune des 


134^ SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

racines a, b, c, et, ... de Inéquation (i) vérifiera encore la formule 

U'aiileurs, si Ton désigne par 

le reste de la division du premier membre de la formule (6) par le pre- 
mier membre de l'équation (i), la formule (6) se réduira simplement 
à la suivante 

Or cette dernière ne pourra être qu'une équation identique, en sorte 
qu'on aura nécessairement 

(0) ). = 0, fX = o, ..., ç = o 

ef 

(10) T=U. 

Car, s'il en était autrement, la formule (8) serait une équation d'un 
degré inférieur à /i, et pourtant elle admettrait/? racines a, 6, c, </, ..., 
ce qui serait contraire au théorème X. Donc, en divisant le premier 
membre de l'équation (G) par le premier membre de l'équation (i) 
et, par conséquent, le polynôme (4) par le polynôme (5), on obtiendra 
un reste t indépendant de x ou de a, et ce reste, en vertu de la for- 
mule (10), sera précisément la valeur de U. 

Pour montrer le parti qu'on peut tirer du théorème XV, concevons 
(l'abord que l'équation (i) soit du second degré, et se réduise a 

(11) œ^-h Ajt -hH ~o. 

Les deux racines a et 6 de cette équation vérifieront la formule * 

(12) rt-f- 6= — A; 

et, si l'on désigne par U une fonction symétrique de ces racines, il 
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suffira de substituer à la racine b sa valeur tirée de la formule (12), 
savoir 

(i3) b-i^ — a — A, 

pour changer U en une fonction entière de la seule racine a. Soit 

la fonction entière dont il s'agit. L'équation (3) continuera évidem- 
ment de subsister, ainsi que la formule (12), tandis que l'on échan- 
gera entre elles les racines a et b. Donc, si ces racines sont inégales, 
le polynôme (4), divisé par le trinôme 

(14) a»-H/>a-f-<7, 

fournira (en vertu du théorème XV) un reste indépendant de a, et ce 
reste sera précisément la valeur de U. 

Il est bon d'observer que, en substituant dans U la valeur de b tiré<* 
de la formule (12), on obtient pour résultat le reste auquel on par- 
viendrait en divisant U considéré comme fonction de b par le trinôme 

(i5) b-ha-^p. 

Donc, pour calculer la valeur d'une fonction symétrique U des racines û, 
b de l'équation (i i), supposées inégales, il suffît de diviser : i^ U con- 
sidéré comme fonction de b par le trinôme (i5); 2*^ le reste de la divi- 
sion considéré comme fonction de a parle trinôme (i4)- Le nouveau 
reste, ainsi déterminé, sera précisément la valeur cherchée de U. 

Concevons maintenant que l'équation (i), étant du troisième degré, 
se réduise à 

(16) j?*-+- Aa7*H- B^-i-C = o; 

et soient a, 6, c les trois racines de cette équation supposées inégales 
entre elles. On aura identiquement 

(17) a»H- Aa»-hBa-h C = o 

OU, ce qui revient au même, 
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ot, par suite, 

jr»-hAa?*-hBj:H-C = d:'' — a*-+-À(a?'— a')-f-B(a: — a) 

= (j7 — a) [a7'-H(a 4- A)x4-(«'4- Aa4- B)]. 

Donc, Téquation (iG) pourra êire présentée sous la forme 

(i8) (j; — a)[x*-h (a-h A)j-H-(flr'-h Aa-+- B)]=o, 

et celle qu'on obtiendra en la divisant para? — a, savoir 

(19) a:»-h(aH- A)^4-.(a'-+-Art-hB) = o, 

aura pour racines b et c. Cela posé, soit U une fonction symétrique 
des racines a, i, c de Téquation (16). Puisque Téquation (19) est du 
second degré seulement, on déterminera sans peine la valeur de U con- 
sidéré comme fonction symétrique des racines b et c, par la méthode 
que nous avons appliquée à la détermination des fonctions symétriques 
des racines de Téquation (1 1). On y parviendra, en effet, en divisant U 
considéré comme fonction de c par le polynôme 

(sio) c -H 6 4- a -h A, 

puis le reste considéré comme fonction de b par le polynôme 

(21) 6«-h(a-r A)6-+-a«-+-A/i-+-B. 

Le reste de la nouvelle division sera une fonction entière de a, qui, 
divisée elle-même par le polynôme 

(22) a'H- Aa*4- Ba -hC, 

fournira un troisième reste indépendant de a; et ce troisième reste* 
sera la valeur cherchée de U. 

Il est important d'observer que, pour obtenir les polynômes (22), 
(21), (20^, il suffit : 1° de poser a? = a dans le premier membre de 
Téquation proposée, c'est-à-dire dans la fonction 

(23) jT'-f-Ax'-f-Bx-hC; 

2° de retrancher le résultat ou le polynôme (22) de la fonction (aS), 


\ 
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de diviser le reste par ce — a, et de remplacer, dans le quotient ainsi 
formé, savoir 

(24) j?*-l-(a -f- A)»r-ha*-i- Aa -f-B, 

la variable x par la lettre b; 3^ de retrancher le nouveau résultat ou le 
polynôme (21) de la fonction (24), de diviser le reste para: — i, et de 
remplacer, dans le quotient ainsi formé, savoir 

(25) x-h^-ha-hA, 

la variable x par la lettre c. 

Concevons encore que l'équation (i), étant du quatrième degré, se 
réduise à 

(26) x'^ + Aoî'-h Ba:'-h C j:» 4- D = o, 

et soient a, i, c, d les quatre racines de cette équation, supposées iné- 
gales entre elles. On aura identiquement 

(27) «*-HAa»4-Ba*-^Ca-^-D=:o 

ou, ce qui revient au même, 

et, par suite, 

.r*-H Ax»4- B x» 4- Co? -+- 1) 

= ^*— «*-+- A(a75— a*) ^ B(^^— a») -h C(a: — a) 

r=(jr — rt)[^'H-(a-h A)j:'-h(a-4- Aa-+-B)j7 4-(a»-H Aa*-i- B^r-hC)]. 

Donc l'équation (26) pourra être présentée sous la forme 

(28) (x — a)[j?3-h(a-hA)jc'H-(flf'-+-Aa-hB)j:-h(a3-+-Aa'-hBa4-C)] - o, 

et celle qu'on obtiendra, en la divisant par j? — a, savoir 

(29) x'-f- (a -f- A) j:*-h (a'H- Aa h- B)x 4- (a»-i- Aa=-f- Ba -f- C) = o, 

aura pour racines i, r et rf. Cela posé, soit U une fonction symétrique 
dos racines a, i, c, rf de l'équation (2G). Puisque l'équation (29) est 
du troisième degré seulement, on déterminera sans peine les valeurs 

muvrcsde C. — S. M, t. IX. l8 


138 SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

de U considéré comme fonction symétrique des racines i, c, d par la 
méthode que nous avons appliquée à la détermination des fonctions 
symétriques des racines de l'équation (lO). On y parviendra, en effet, 
en divisant U considéré comme fonction de d par le polynôme 

(3o) <i-hc-+- 6 H-a-i- A, 

puis le reste considéré comme fonction de c par le polynôme 

(3i) c*-}- (6H-a-+- A)cH- ô'-hûfô-t-a'H- A(6-ha) -h B, 

puis le nouveau reste considéré comme fonction de b par le polynôme 

(32) 6'-+-(a-hA)^^'-h(a«-+-AaH-B)6H-(a'-hAa»-l-Bflr-+-C). 

Le troisième reste, que l'on trouvera en opérant comme on vient de le 
dire, sera une fonction entière de a, qui, divisée elle-même par le 
polynôme 

(33) a*H-Aa'-+-Ba*-^Ca-hD, 

fournira un quatrième reste indépendant de a; et ce quatrième reste 
sera la valeur cherchée de U. 

Il est important d'observer que, pour obtenir les polynômes (33), 
(32), (3i), (3o), il suffit : i® de poser a; = a dans le premier membre 
de l'équation proposée, c'est-k-dire dans la fonction 

(34) j7*-HAx»-hBx«-f-Cjc-hD; 

2** de retrancher le résultat ou le polynôme (33) de la fonction (34), 
de diviser le reste par x — Uy et de remplacer, dans le quotient ainsi 
formé, .savoir 

» 

(35) x'+(aH- A)^»-+-(^2^Aa4-B);r-H-(«'-f-Aa»-hBa4-C), 

la variable x par la lettre b\ 3*^ de retrancher le nouveau résultat ou le 
polynôme (32) de la fonction (35), de diviser le reste par a: — 6, et de 
remplacer dans le quotient ainsi formé, savoir 

(36) jc'-i-(6 -ha H- A)^- H- 6*-ha/^-ha*-h A(rt -+- 6) -f- B, 
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la variable x par la lettre c; 4*^ de retrancher le dernier résultat ou le 
polynôme (3i) de la fonction (36), de diviser le reste par j? — c, et de 
remplacer, dans le quotient ainsi formé, savoir 

(3;) .r-hc-f-ÔH-tf -h A, 

la variable x par la lettre d. 

En continuant de la même manière, on parviendra généralement k 
déterminer les fonctions symétriques des racines d'une équation de 
degré quelconque, et Ton établira sans peine, à ce sujet, le théorème 
que nous allons énoncer : 

Théorème XVI. — Soient a, />, c, d, . . . , /i, /, k les racines de i'équa- 
lion (i), 

(38) P=:J7'»4-Ax''-»H-BjC«-*H-...4-Ia--hK 

le premier membre de cette équation, et U une fonction symétrique des 
racines a^ b, c^ . . . , A, i, i. Soient déplus 

(39) X, lu,, a, ..., /), A, m: 

les polynômes dans lesquels se transforment : i^ la fonction P quand on 
pose X = a; 2P la fonction 

(40) Q-- ^-''" 


a- — a 


quand on pose x = b; 3® la fonction 
quand çn pose x = c; ^*^ la fonction 

a.' — c 

quand on pose x = d^ etc. Pour déterminer la valeur de la fonction symé- 
trique U, il suffira de diviser : i^ U considéré comme fonction de k par le 
polynôme 

(43) cK — A:-i-/H-/i-f...H-c-h6-ha-HA; 
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2° le reste considéré comme fonction de ipar le polynôme 

( -5 — I» 4- (A -H ... 4- 6 H- a) « -1- A' H- ...-+- 6* -H a- -h .. . 

(44) 

( -HA6 4-Aa-+-...-h6a-i-A(i-+-/i4-...-h^-l-a)-l-B; 

3** le nouveau reste considéré comme fonction de h par le polynôme 

etc. Les différents restes ainsi obtenus seront indépendants ^ le premier de 
la racine A, le second de la racine /, le troisième de la racine A, etc., et le 
dernier de tous sera précisément la valeur cherchée de U. 

D'après ce qui a été dit ci-dessus, il semble, au premier abord, 
qu'on devrait restreindre le théorème XVI au cas où les racines de 
l'équation (i) sont inégales entre elles. Mais on doit observer que, en 
dernière analyse, la valeur de U, déduite de ce théorème, sera une 
fonction des coefficients A, B, . . . , I, K; et même une fonction entière, 
puisque, dans chacun des polynômes DC, ^^ ,5, . . . , le premier terme a 
pour coefficient l'unité. Désignons par t) cette fonction entière. La 
formule 

subsistera lorsque les racines a, é, c, ..., A, 1, k seront inégales, 
quelque petites que soient d'ailleurs les différences de ces racines. 
D'autre part, on pourra faire varier les coefficients Â, B, . . . , I, K par 
degrés insensibles, et de telle manière que deux %n plusieurs de ces 
différences s'approchent indéfiniment de la limite zéro; et, comtne la 
formule U = t) continuera de subsister dans cette hypothèse, il est 
clair qu'elle sera encore vraie au moment où les différences dont il 
s'agit s'évanouiront, c'est-à-dire au moment où des racines de l'équa- 
tion (i) deviendront égales entre elles. Donc le théorème XVI s'étend 
au cas même où cette équation offre des racines égales. 

U est bon d'observer encore que les polynômes DC, .3, 5, ..., £, 
iii), X sont précisément ce que deviennent les premiers membres des 
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équations (2) présentées sous les formes 

A-ha-h^-+-c-+-...-hi-l-A:=^o, 

B — ab — ac — . , , — ai — ak — bc'—.., — bi — bk — ... — ikzz:io, 

I ib ( a^c . . . t -H aôc . . . A -h . . . -h Ac . . . «A' ) = o> 
Kqp abc, . .ik = 0^ 

quand on substitue dans la seconde la valeur de k tirée de la premiÎTo, 
dans la troisième les valeurs de k et de i tirées des deux premières, 
dans la quatrième les valeurs de k, iy h tirées des trois premières, etc. 
Ainsi, en particulier, si Ton suppose a?=4, les équations (45) devien- 
dront 

A4-a-hA-4-cH-c? = o, 

B — (ab -f ac -h ad -h bc -{- bd -^ cd) = o, 

(46) { 

C -H abc -h abd -H acd -+- bcd = o, 

C — abcd = o ; 

et l'on tirera de ces équations, en opérant comme on vient de le dire, 

f A-ha-hb-hc-hd — o, 

\ B-+- A(a-h A-Hc) -ha'-h 6*4-c*H- aA4-ac-+- Ac = o, 

(4"') ' 

' C -^B{a -h b) -[- X{a^-^ ab -^ b*) -h a^ -h a^b -h ab- -h b^ = o, 
D -h Ca-+-Ba*-h Aa'-h a*=o. 

Or les premiers membres des formules (47) se réduisent évidemment 
aux polynômes (3o), (3i), (32) et (33). Ajoutons que, au lieu de di- 
viser successivement la fonction symétrique U par les polynômes 

on peut éliminer l'une après l'autre les lettres ^, i, A, ..., c, b, a de 
cette même fonction à l'aide des formules 


(48) DC = 0, ^ = 0, 5 = 0, ..., G=zO, 0)1)=: o, 

ou, ce qui revient au même, à l'aide des formules (45). 


6.V; O, 
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Pour montrer uno application des principes que nous venons d'éta- 
blir, prenons 

( '19) U = b'^c ■+- bc^-^d^a -h ca*-h a'6 H- ab^y 

a^.hy c étant les trois racines de l'équation (16) que nous réduirons a 

en supposant, pour abréger, A = o. Alors, pour déterminer la valeur 
de la fonction symétrique U, il faudra diviser successivement le se- 
cond membre de Téquation (49) par les. polynômes (20), (21), (22), 
ou plutôt par les suivants 

(5i) c-\-b-^a, 6*-+-a6-h a'-hB, <?'-+- Ben- C, 

considérés, le premier comme fonction de c, le second comme fonction 
de b, le troisième comme fonction de a. En d'autres termes, il faudra 
poser, dans Téquation (49) : 1® 

(53) c — — b — a; 

(53) ^«-ha6=:— a'— B; 

(5/i) rt»-hBûr=r— C. 

Or, en opérant de cette manière, on trouvera 

(55) U = 3«6(a-+- ^)— — 3a(a*-i-B)i=3C. 

On aura donc 

( 56) b^c -\- />c»H- c*rt -f- ca^-{-à^b -h ab^—ZC, 

ce qui est exact. 
Prenons encore 

(07) {}^{a-¥- b) {a H- r) (a -+- d) {b ^c)ib-h d) {c -+- d), 
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a, />, c, rf étant les quatre racines de Téquation (26) que nous rédui- 
rons à 

(58 j or^-f- Ba7«-+- Cjt -h D = o, 

en supposant, pour abréger, A = o. Alors, pour déterminer la valeur 
de la fonction symétrique U, il faudra diviser successivement le second 
membre de l'équation (57) par les polynômes (3o), (3i), (32), (33), 
ou plutôt par les suivants 

( d-\-c -h b-j- a, c'-h (è-h a)c'-h A--H aô -f-a'-h B, 

/ b^-h ab^-\- a*'b -h a^-hB{a -h b) -\- C, a*4- Ba*-+- C« -h J), 

considérés, le premier comme fonction derf, le second comme fonction 
de c, le troisième comme fonction de é, le quatrième comme fonction 
de a. En d'autres termes, il faudra éliminer successivement de l'équa- 
tion (37) les quatre lettres d, c, i, a, à l'aide des formules 

c* -H 6' -h a- -H Z>c 4- co -4- «^ -h B = o, 

(60) { 

\ {b-ha){b^-^a^-hB)'^-C = o, 

rt*-hBa'4-Ca4-D =0. 

Or, en opérant ainsi, on trouvera 

^61) U =— [(a -^b){a-h c) {b -h c)y-—^[{a -h b) (a^-h ^«.4- BXV- - ilK 

On aura donc 

162) (a -h b) {a -^ c) {a -h ci) {b -h c) {b -^ d) (c -h d) =— O; 

ce qui est exact. Nous remarquerons que, dans cet exemple, l'opéra- 
tion se termine après la troisième division, en sorte qu'on est dispensé 
de recourir à la dernière des formules (60). Des simplifications du 
même genre se présentent dans un grand nombre de cas, et il pcMit 
même arriver que l'opération se termine après la première ou la 
seconde division. Ainsi, en particulier, si Ton suppose 

(63) u — «*H- ^'4- c«-h. . . 4- /i*-+- t«-h A», 


i 
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a, b,c, . . ., A, I, k étant les racines de l'équation (i), il suffira de di- 
viser suceessivenrient U par les polynômes (43) et (44)» ^u» ce qui 
revient au même, d'éliminer les deux lettres k et i de la fonction U à 
l'aide des deux formules 

pour obtenir la valeur de cette fonction. On trouvera, en effet, 

U=ia' -h ^'-+-c»H-. ..-f-/i*-i-i*-f- (A -han- ^-hc-h. . .-4-// 4-0' 
— A«4-2(-5 — B)±=A«-2B, 

(*t, par conséquent, 

(05) a«4_^î4_c»4-...-f-/i»-+-i»-^A:«:=A«— 2B; 

re qui est exact. 

Le produit des carrés des différences entre les racines de l'équa- 
tion (i), combinées deux à deux de toutes les manières possibles, est 
évidemment une fonction symétrique de ces racines. Or il est facile de 
déterminer la valeur de cette fonction par les méthodes ci-dessus déve- 
loppées. En effet, supposons d'abord n = 2, et 

(66) \}z=L{a — b)\ 

a, h étant les deux racines de l'équation (u). Alors, pour déterminer 
l\ il suffira d'éliminer successivement de la formule (6G) les deux let- 
tres a et b à l'aide des deux équations 

(67) ^_|_rt4-A = o, a*-h Aa -h B = 0. 

Or on trouvera ainsi 

(68) U = (2a-hA)'=A*-+-4(^'-HAa) = A*— /|B. 

On aura donc 

(%) ' (^^^)«3=A«-4B; 

ce qui est exact. 
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Supposons» en Second lieu, /i = 3 et 

(70) U = (a--ft)»(«-c)«(^ — c)'. 

Comme 6 et c seront les deux racines de l'équation (19)» on aura iden- 
tiquement 

(71) (j: — ô) (;r — c) :i=.r*-i- (rt -h A).r 4-«'-h Arn-R 

et, par suite, 

(72) (a — 6)(a — c) = Srt'-f- 2Aa 4-B; 

puis on concluVa de la formule (69), en y remplaçant : i^ a et ù par 
b et c; 2° A et B par a -h A et a^ -f- Aa -+- B, 

(78) (ft — c)»=(a-hA)»— 4(a'4-Aa-+-B)n=A»— 4B — 2Aa-3a*. 

(!lela posé, la formule (70) donnera 

(74) U = (3a*-f-2Aa-f-B)*(A»— 4B-aArt — 3^'). 

Si, maintenant, on divise le second membre de Téqualion (74) par Ir 

polvnôme 

rt'-^Aa»-f-Brt-h(:, 

le reste sera indépendant de a et offrira la valeur cherchée de L\ On 
peut aussi obtenir cette valeur, en éliminant la lettre a de la for- 
mule (7'i), à l'aide de l'équation 

(17) a'-h Aa'-+- B«-hCr=o. 

Or, en ayant égard a l'équation (17), on trouvera 

(3rt»-h2Aa-+-B)*=r(A*— 3B)a*H-(AB-9C)<ï-+-B*— 3A<: 
et, par suite, 

(75) l' = [B»— 3AC-h(AB-9C)a-4-(A*— 3B)a»](A*— 4B-2Aa-3r/«); 

puis, en développant le second membre de la formule (7 >)» et rempla- 
çant a^ par — \a^ — Ba — C, a* par 

— Aa»- Ba*— Ca m (A»— B)rt'-f- (AB - C)rt 4- AC 

OEiivres de C. — S. II. t. IX. '9 
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ou, ce qui revient au même, a* par AC, a} par — C, a} et a par zéro, on 
aura 

\ U — (B«-3AC)(A*-4B)-h(AB-9C)3C — AC(A*-3B) 
^ i =:AMi«-4A»C-4B»-27C*H-i8ABC. 

On trouvera donc définitivement 

(77) (« - ^)* (« — ^)' (^ — c)*=: A'B*— 4 A'C — 4B'— 370»+ 18ABC. 
Dans le cas particulier où Ton a A = o, Téquation (7J) se réduit à 

U = (SBa'-h 9Ca — B') (3a«-4- 4B); 

puis on en tire, en développant le second membre, et remplaçant a' par 
— C, a, 0} et a* par zéro, 

(78) Unr-iB»— 27c» 

OU, ce qui revient au même, 

(79) (a__è)î(«_c)«(6-C)«r=-4B»-270. 

Cette dernière équation détermine le produit du carré des différences 
entre les racines de l'équation (5o). On peut d'ailleurs très aisément 
revenir de la formule (79) à la formule (77). En effet, si, dans l'équa- 
tion (16), on pose 

A 

(80) Xz^LZ— —, 


A*\ ^ BA 3 A» 

= 0. 


elle deviendra 

(81) ..+ (B-^). + C-n3 , ^^ 

Or, les racines de cette dernière étant évidemment a -h ^1 6-f- V' 

c -\- ^, le produit des carrés des différences entre ces racines sera 
toujours 

et, comme l'équation (81) est semblable à l'équation (5o), on tirera 
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de la formule (79), en remplaçant dans le second membre B par 
— -«-> et L par L ^ h > 

(82) («-^,)«(a-c)M^-c)« = -4(B-.^y-27(^C-î^-^^'y. 

li est d'ailleurs facile de s'assurer que les formules (77) et (82) sont 
identiques. 

Des calculs semblables a ceux qu'on vient de faire fourniraient géné- 
ralement la valeur de la fonction symétrique 

c'est-à-dire le produit des carrés des différences entre les racines a, 
b, c, ..., A, /, k de l'équation (i). On doit même remarquer que ce pro- 
duit pourra être immédiatement exprimé en fonction de a, si l'on sait 
déjà former le produit des carrés des différences entre les racines 
d'une équation du degré n — i.En effet, comme, en divisant par x—a 
l'équation (i) présentée sous la forme 

(84) J7«— a» -4- A(a?»-* — ««-»)-+- BC^"-* -+-«"-*) H-... 4- 1(^ — a) = 0, 

on obtient la suivante 

( 85 "i « 

( H- ««-> -h Aa«- * -h Bo«-»-+- . . . -h I = o, 

dont les racines sont é, c, ..., i, k, on aura identiquement 
186) ! 

et, par suite, 

( (a — ^)(a — c)...(a — /)(« — A) 
^ 1 =/ia'»-»H-(/i — i)Art'»-»-h(/i — 2)Ba'»-»-t-...-l-I. 

D'autre part, si, étant donnée une équation du degré /i — 1, on sait 
calculer la fonction entière des coefficients qui représente le produit 
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(lu carré des différences entre les racines, on aura encore 

(88) (^,__c)«...(^-i)*(6 — A-)»...(£ — A')*=V, 

V désignant une fonction entière des coefficients que renferme l'équa- 
tion (85), et par conséquent une fonction entière de a. Cela posé, l'é- 
quation (83) donnera 

(89) U = V[/ia«~>-H(/i — i)Aa«-»-h(« — 2)Ba«-»-|-...-i-2Hrt-+-I]«. 

Si maintenant on divise le second membre de la formule (89) parle 
polynôme 

(5) a'»-hAa«-«-hBw'»-*-h...-hHa»-hIa-hK, 

le reste sera indépendant de a et offrira la valeur cherchée de U. On 
peut aussi obtenir cette valeur en éliminant la lettre a de la for- 
mule (89) à l'aide de l'équation 

(90) a'»-hAa'»-»-4-Ba''-*-i-...-hHa*-hIa-i-Ki=:o. 

Il est bon d'observer que le produit des carrés des différences entre 
les racines de l'équation (i) ne peut s'évanouir à moins que cette équa- 
tion n'admette des racines égales. Dans le cas contraire, ce produit se 
réduira toujours à une fonction entière des coefficients A, B, C, ..., 
I, K; par conséquent, si ces coefficients offrent des valeurs numériques 
entières, celle du produit en question sera elle-même un nombre 
entier, et, si on la désigne par dvi»^, :f^ étant une quantité positive, on 
aura 

(91) ^lu 

On peut encore, à l'aide des principes que nous venons d'ex- 
poser, calculer aisément le premier membre d'une équation qui 
aurait pour racines les diverses valeurs d'une fonction entière des 
racines a, 6, c, . . . , 1, k de l'équation (i), puisque ce premier membre 
sera toujours une fonction symétrique de a, 6, c, ... , «, k. Cela posé, 
si l'équation (r) est du troisième ou du quatrième degré, on ramènera 
facilement sa résolution, dans le premier cas, à celle d'une équation 
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du troisième degré, dans le second cas, à la résolution d'une équation 
binôme du même degré. Supposons, par exemple, que l'équation (i), 
étant du quatrième degré, se réduise à la formule (58). Pour la ré- 
soudre, il suffira, comme Ton sait, de déterminer les trois valeurs quo 
peut acquérir la fonction (a-h b — c — dy lorsqu'on échange entre 
elles les quatre lettres a, 6, c, d. Or ces trois valeurs, savoir 

(9a) (a-t-6 — c — rf)', {a — b-hc — dy^ {a — b — c -h d)*, 

seront les trois racines de l'équation auxiliaire 

(95) [5 — (a -h 6- c — t/)*] [5 — (a — ft -h c — dy] [s — (a - b--c-{-dy] zn o, 

qui offrira pour premier membre une fonction symétrique de a, />, 
c, d. Désignons par 

(94) ^î+Us^-hV-s-hW 

le polynôme que l'on obtient en développant ce premier membre. Le 
polynôme (94) et, par suite, ses trois coefficients U, V, W seront dos 
fonctions symétriques de a, i, c, d. On trouvera d'ailleurs, en ayanf 
égard aux formules (60), 

(95) =:[z^{a-\'b'-c — dy][z—(a-^b-hc — dy][Z'-{a — b--c-hd)*\ 

puis on en conclura 


(96) 


(97) 


(98) 


( u=-4[(«H-*)*-t-(«-t-c)»s-(^-hc)-] 

'( =—8 (c*-f- 6* -H a' H- 6c -h ca -h ab) zn 8B, 

.' V — 16 j {a -h by [(a -h c)'-h (6 -h c)»] -+- [{a H- c) (6 4- c)]» { 
j = ,6 I — (a 4- 6)* [{a 4- 6)'4- 2B] 4- (a» 4- 6"4- B)« j 
=ri6[B»-4a6(6*-H«6-H«*+B)] 
= i6[B«4-4(«*-f-Ba'4-Ca)]=i=i6(B=-4D), 

j W =1 - 64[(a 4- 6) (a 4- c) (^> 4- c)]« 

I __ 64[(a 4- b) (a«4- 6»4- B )]»=:- 64 C». 


Donc l'équation auxiliaire deviendra 

(99) 5»4-8B5«4-i6(B»—4D)c — 640*1=0. 
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Supposons cette dernière équation résolue, et désignons par z^, z^^ z^ 
ses trois racines. Soient de plus u, v^ w trois expressions propres à 
vérifier, non seulement les formules 


(lOO) 
(lOl) 
(102) 


«•« — 5„ 


desquelles on tire u^i^^iv^ = z^ z^ Sj = 64C^, u{'w = ± 8C, mais encore 
la condition 


(io3) 

Alors, si l'on prend 

(io4) 

(io5) 

on devra prendre aussi 

(io6) 

attendu que Ton aura 


uvw = 8C. 


a-4-6 — c — d =: Uf 
a — 6-hc — d^ziz {\ 


a — b — c-hflf= w, 


( {a-hb — c — d){a — b-}-c-'d){a — b — c-hd) 

^ '^^^ ( ^S(a~^b){a-hc)(b-^-c)=-S{a-hb) (a'4- ^M- B) = 8C, 

et, par conséquent, 

(io8) {a-hb — c — d){a — b-hc — d){a — b'-'C-hd)^=z «ov. 

Si maintenant on combine les formules (io4), (io5), (io6) avec la 
première des formules (Go), on en déduira 


(109) a= ; i b=Z ; , 


4 


4 


C = 


iV — U , W — U — I' 

— 9 az=z -, 


4 


Observons, au reste : 1° que des valeurs de w, r, w^ tirées des équa- 
tions (100), (loi) et (io3), satisferont toujours à l'équation (102); 
1^ que ces quatre équations continueraient d'être vérifiées, si deux des 
valeurs dont il s'agit venaient à changer de signe. Maisalprs les valeurs 
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(les racines a, 6, c, rf, déterminées par les formules (109), seraient 
simplement échangées entre elles. 

§ VII. — Sur la détermination des racines réelles d'une équation 

de degré quelconque. 

On a vu, dans le cinquième paragraphe, comment on pouvait consta- 
ter l'existence, et même déterminer les valeurs des racines réelles ou 
imaginaires d'une équation de degré quelconque. Toutefois, lorsqu'on 
calculera l'une après l'autre ces diverses racines, à l'aide de la méthode 
indiquée dans le paragraphe dont il s'agit, il arrivera souvent que h»s 
racines imaginaires se présenteront les premières; et comme, dans 
beaucoup de questions, il importe surtout de connaître les racines 
réelles d'équations à coefficients réels, il ne sera pas inutile d'expo- 
ser ici une méthode simple àTaide de laquelle on puisse évaluer direc- 
tement ces mêmes racines. Tel est l'objet dont nous allons maintenant 
nous occuper. 

Soit toujours 

l'équation proposée du degré /i, A, B, ..., I, K désignant des coeffi- 
cients réels. 

Soient encore a, 6, c, . . . , A, t, k les racines de cette équation, et 

les valeurs numériques des coefficients 

D'après ce qui a été dit dans le § V, le module de chacune des 
racines a, i, c, . . . , A, 1, k ne pourra surpasser la racine positive x de 
Téquation 

w 

ni le plus grand des nombres 

(3) P1-+-I, Pi+I, ..., p«-i-hl, pn-+-I, 
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ni le plus grand terme de la suite 


Il sera donc très facile de trouver un. nombre supérieur aux modules 
de toutes les racines réelles de l'équation (i). Désignons par r ce 
même nombre. Le module de chacune des différences 

(.")) a — 6, a — c, ..., a — i, a — A", ù — c, ..., b — i, ù — A', ..., i — A" 

sera, en vertu du théorème II, inférieur à 2r; et comme leur nombre 
est précisément égal au nombre de combinaisons que Ton peut former 
avec n lettres prises deux à deux, c'est-à-dire k 

n{n — i) 
> 

2 

si Ton met de côté Tune de ces différences, par exemple a — 6, le 
produit de toutes les autres offrira, en vertu du théorème III (corol- 
laire I), un module inférieur à l'expression 


■»fn -Il 


((») (2r) » 

D'ailleurs, on pourra aisément déterminer, par les méthodes exposées 
dans le § VI, le produit des carrés de toutes les différences dont 
il s'agit. Soit DZ'^ la valeur numérique de ce produit, X désignant 
une quantité positive. Cette quantité sera évidemment égale au produit 
des modules de toutes les différences; et par suite le module ou la 
valeur numérique d'une seule différence a — b surpassera le quotient 
qu'on obtient en divisant le nombre 0^ par l'expression (G). Donc, si 
l'on pose 

(7) ^= «M, JJ J » 

A sera un nombre inférieur k la plus petite différence entre les racines 
réelles de l'équation (i). 

Il est bon d'observer que le nombre A, déterminé parla formule (7), 
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ne pourrait s'évanouir que dans le cas où l'équation proposée admet- 
trait des racines égales. Nous exclurons dorénavant ce dernier cas; ce 
qui sera sans inconvénient, attendu qu'on peut toujours débarrasser 
une équation des racines égales qui la vérifient. 

Lorsque les coefficients A, B, . . . , I, K do l'équation (i) se réduisent 
à des nombres entiers, on a, comme nous l'avons déjà remarqué, 

(8) DZ = i, 

et par conséquent la plus petite différence entre deux racines réelles 
est supérieure au nombre A déterminé par la formule 

(9) A=~ 


n 1 rt_— jj _ j 


(2r) « 

Lorsque, à l'aide de la formule (7) ou (9), on a calculé un nombre A 
inférieur à la plus petite différence entre deux quelconques des racines 
de l'équation (i), il devient facile de constater l'existence de toutes 
les racines de cette espèce, et d'évaluer chacune d'elles avec une ap- 
proximation aussi grande qu'on le juge convenable. En eff*et, soit m le 

nombre entier immédiatement supérieur au rapport ^- Il est clair que 

toutes les racines réelles de l'équation (i) seront renfermées entre les 
limites — mA, -f-/wA, et que deux termes consécutifs de la progression 
arithmétique 

( — /wA, — (w — i)A, ..., ~-3A, —2 A, —A, 
( o, A, aA, 3A, ..., (m — i)A, mA 

ne comprendront jamais entre eux plus d'une racine réelle. D'ailleurs, 
lorsque, dans le polynôme 

on substitue successivement, a la place de x, deux quantités entre les- 
quelles une seule racine réelle au plus se trouve renfermée, les résul- 
tats obtenus sont de même signe ou de signes contraires; pour parler 
autrement, la comparaison de ces deux résultats off're une permanence 
de signe ou une variation de signe, suivant qu'il n'existe pas de racine 

OFMvres de C. — S. H, t. IX. 20 
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réelle ou qu'il en existe une entre les deux quantités dont il s'agit. Par 
conséquent, si l'on prend les termes de la progression (lo) pour des 
valeurs successives de la variable a?, et que Ton forme la suite des va- 
leurs correspondantes du polynôme (n), cette nouvelle suite offrira 
précisément autant de variations de signe que l'équation (i) a do 
racines réelles, et chacune de ces racines sera comprise entre deux 
valeurs consécutives de x qui, substituées dans le polynôme (i i), don- 
neront des résultats de signes contraires. Soient x^ et ir2 = ir, + A 
deux semblables valeurs, et supposons 

(12) \—— ?=^iH--A. 

La racine réelle comprise entre x^ et x^ sera évidemment renfermée 
entre x^ et $, si la substitution de \ au lieu de x^ dans le polynôme (i i), 
fournit un résultat de même signe que la substitution de x^ ; mais elle 
sera renfermée entre \ et x.^ dans le cas contraire. On pourra donc 
remplacer les limites a?,, j?^, qui différent entre elles de la quantité A, 
par les limites x^ et Ç ou $ et x.^^ qui différeront entre elles de la 

quantité -A. En continuant de la même manière, on finira par res- 

serrer une quelconque des racines réelles entre deux limites dont la 
différence, représentée par un terme de la progression géométrique 

(i3) A, -A, 7A, gA, ..., 

sera aussi petite qu'on le voudra; et par conséquent on pourra calculer 
celte racine avec une approximation aussi grande qu'on le jugera con- 
venable. 

11 est bon d'observer que, dans la progression (10), on pourrait sans 
inconvénient remplacer la valeur de A, tirée de la formule (7) ou (9), 
par une valeur plus petite. 

Pour montrer une application de la méthode que nous venons d'ex- 
poser, considérons l'équation 

(i4) Jo^ — 20: — 5=0, 
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traitée par Lagrange et plus anciennement par Newton. On aura, dans 


ce cas, 


n(n'-i) _ 


et l'équation (2), réduite k 

(i5) v'— 2t — 5 = 0, 

offrira une racine positive t inférieure à v^, puisque, en supposant 
*^ <C V^ » ^^ trouverait 


5 5 

t*>5>2-+- -= > 2 -h - 

V/5 


./K 


Donc chacune des racines de Téquation (i4) aura pour module ou 
pour valeur numérique un nombre inférieur a 

(16) /• =z y/5 = 2,236. . .. 

D'autre part, si l'on désigne par U le produit des carrés des différences 
entre les racines de l'équation (i4)» et par X* la valeur numérique de 
ce produit, on aura, en vertu de la formule (78) du sixième para- 
graphe, 

(17) 11 = 4-8 — 27.25=1 — 643, 

(18) X« = 643. 

Par suite, on tirera de l'équation (7), en prenant n = 3 et r = \/j , 

, . A 1^^643 25 

Donc, si l'équation (i4) a plusieurs racines réelles, la différence entre 
deux de ces racines ne pourra être inférieure k l'unité. D'ailleurs, si 
l'on remplace A par l'unité, les différents termes de la progression (10) 
deviendront respectivement 

(20) —3, —2, —I, o, I, 2, 3; 

et, comme les valeurs correspondantes du premier membre de l'équa- 
tion (i4) seront 

(21) —26, —9, —4, —5, —6, —1, -h 16, 


136 SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

il est clair que l'équation (i4) offrira une seule racine réelle comprise 
(»nlre les limites 2 et 3. Ajoutons que, d'après ce qui a été dit plus 
haut, on peut, à la limite 3, substituer le nombre 2,23G. . . . Si mainte- 
nant on resserre de plus en plus les limites entre lesquelles la racine 
réelle de l'équation (i\) est comprise, on trouvera 


(23) j? = 2,o<)4î>5i4 


• • « 


Il ne sera pas inutile de remarquer que, dans beaucoup de cas, on 
peut, à l'aide de diverses considérations, faciliter la recherche des ra- 
cines réelles d'une équation donnée. Ainsi, en particulier, on conclut 
immédiatement des principes établis dans le paragraphe IV que l'équa- 
tion (i4) admet une racine positive, mais une seule, inférieure h \/ji. 
D'ailleurs, en remplaçante: par —a?, on tire de l'équation (i4) 

(20) x' — 2j:-h5=:o, 

et, comme les deux binômes 

sont toujours positifs pour des valeurs positives de x, savoir, le pre- 
mier tant que l'on a j?> v^2 >i,4i4» ^t le second tant que l'on a 
.r<2,j, il est clair que le premier membre de l'équation (23) ne 
pourra jamais devenir nul pour des valeurs positives de^c. Donc, par 
suite, l'équation (if\) n'admettra point de racines négatives et n'offrira 
qu'une seule racine réelle. 


§ VllI. — Sur la théorie de r éliminât ion 


Soient 


(i) jr«H- Aj:«-»-hB.r»-*-+-...-h Ix-hK = o 

et 

(2) x"»-4-Px''*-'-+-Qx'«-*-h...-i-S.r-hT =0 

deux équations algébriques, la première du degré /?, la seconde du 
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degré m. Si Ton élimine entre elles la variable x^ l'équation résultante 
de Télimination exprimera la condition à laquelle les coefficients 

(3) A, B, ..., I, K, et P, Q, ..., S, T 

doivent satisfaire, pour qu'une seule et même valeur de x vérifie tout 
à la fois les équations (i) et (2). Soient d'ailleurs 

les valeurs distinctes de x qui sont propres à vérifier l'équation (1). 
Soient, de même, 

(5) /?, <7, ..., ^, t 

les valeurs distinctes de x qui sont propres à vérifier l'équation (2), et 
faisons 

r 

i Vz=z(a'-p)ia--q)..s(a-'S){a'^t)'x(b—p){b — q)..,{b--s)(ù — t)x .. . 
I X(A— />)(X:-<7)...(X:— 5)(A' — 0- 

Pour que les équations (1) et (2) subsistent simultanément, il sera né- 
cessaire et il suffira que l'un des facteurs du produit U s'évanouisse, 
ou, en d'autres termes, que ce produit lui-même se réduise à zéro. 
Donc l'équation de condition 

(7) V = o 

pourra être substituée à celle que produirait l'élimination de x entre 
les équations (i) et (2). J'ajoute que, si chacune de ces dernières ofl're 
seulement des racines inégales, il sera facile de transformer le produit 
U en une fonction entière des coefficients A, B, . . . , I, K; P, Q, . . . , S, 
T. C'est ce que l'on démontrera sans peine à l'aide des considérations 
suivantes. 

Les racines de l'équation (2) étant inégales entre elles et représen- 
tées par/?, y, . . . , y, /, on aura identiquement 

(8) (j? — />) (j7 — 7) . . . (x — 5) (x — = ^'" -h Px"«-»-h Q j:'«-« -h . . . -^ Sx -h T, 
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et, par suite, 

(a — /?) (a — éjr). . .(a — 5) (a — r) = a"»-h Pa'"-*-^ Qa'»-*-^. . .-+-Sa-+-T, 

{b — p) (b — q) . . .{b " s) {ù — 1)=: b"" -hP b'^-^-h Qb'^-^-h . , .-^Sb -hT, 
(9) ' 

(it-./?)(A: — ^)...(^--*)(X---/) = A:'»-4-PA:'"->-hQX"-*-h...4-SA:-hT. 

Cela posé, la formule (6) donnera 

U = («*« -h Pa"«-» -4- Qa"*'* -+-... -h Sa -h T) 

X (6'«-hP6'"-»-+-Q6"'-'-+-...-hS6-4-T) 

(10) 

X 


X (Ar'~-+- PA:'"-»H- QA:"*-'4-. . .-+- SA-+-T). 

D*ailleurs, les racines de Téquation (i) étant supjM>ftées inégales, le 
second membre de la formule (10) sera évidemment une fonction 
symétrique de ces racines, qui pourra être transformée par la méthode 
exposée dans le paragraphe précédent en une fonction entière des 
coefficients A, B, . . . , I, K et P, Q, . . . , S, T. 

On arriverait encore aux mêmes conclusions en observant que la 
valeur de U, donnée par Téquation (6), peut s'écrire comme il suit : 

U = (-1)"- (p^a)(p^b).,.(p~- (p - k) 
X{q — a){q'-b)..,{q — i)(q'-k) 

X 


X (/ —a){t — b)...{t — *)(r —A'). 

Or, si chacune des équations (i) et (2) n'offre que des racines iné- 
gales, on aura identiquement 

(12) (jr — a) (j7 — 6) . . . (j? — («^ — ^) = •^'* -h A j7'"-*-l- B j?*-* -h . . . -h I x -4- K, 

puis on en conclura 

(/> — a) (/? — 6) . . . (/? — *) {p — k)z=p''-\- A/>»-*4- B/?«-* -h ... -h I/? -h K, 

(^ — a)(l -.6)...(l — Oe — A:) = /«-+-Al«->-i-B^'»-' -+-. . .4-1/ -f-R; 
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et la valeur de U, réduite à 


(i4) 


X (7»-i-A^«->-+-B<7«~'-h...-i-l7-i-K) 

X 

X (r -hA^'»-* -hB/'»-*H-...-+-IrH-K), 


pourra être facilement transformée par la méthode ci-dessus mention- 
née en une fonction entière des coefficients A, B, . . . , I, K; P, Q, . . . , 
S, T. 

Si les équations (i) et (2) offraient des racines égales, il serait facile 
de les en débarrasser et de les remplacer par deux équations nouvelles, 
dont chacune aurait pour racines les valeurs distinctes de x propres à 
vérifier l'équation (i) ou l'équation (2). Alors le premier membre de 
l'équation (7) pourrait être transformé en une fonction entière des 
coefficients renfermés dans les deux nouvelles équations. Ajoutons 
que, si, dans la même hypothèse, on désigne par a, è, . . . , i, A et par 
/>, y, . . . , f , /, non plus les valeurs distinctes propres à vérifier l'équa- 
tion (i) ou l'équation (2), mais les racines égales ou inégales des 
équations (i) et (2), on pourra encore substituer l'équation (7) à celle 
que produirait l'élimination de x entre les deux premières, et trans- 
former le produit U en une fonction entière des coefficients A, B, .... 

1, K ; r , y, . . . , o, 1 . 

Considérons maintenant deux équations algébriques dont les pre- 
miers membres soient des fonctions entières des deux variables x et j, 
et supposons que la somme des exposants de ces variables soit égale 
ou inférieure au nombre n dans chaque terme de la première fonction, 
au nombre m dans chaque terme de la seconde, n ei m seront les 
degrés des deux fonctions, et si chacune d'elles renferme tous les 
termes qu'elle peut contenir, les équations proposées seront ce qu'on 
nomme des équations complètes du degré n et du degré m. Cela posé, si 
Ton divise la première équation par le coefficient constant de x^^ et la 
seconde par le coefficient constant de oc^^ elles se présenteront sous 
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les formes 

(i) J7"H- A^"-*-!- 80?"-*-+-. . .-h Ij?-h K = o, 

( 2 ) a:'" -h P j?'«-*-+- Qx'«-*-h ...-hSx-hT =0, 

A, B, .... I, K désignant des fonctions entières de y dont les degrés 
seront respectivement égaux aux nombres i, 2, ..., w — i, /?, et P, 
Q, . . . , S, T d'autres fonctions entières de j^ dont les degrés seront res- 
pectivement égaux aux nombres i, 2, . . . , /w — i, m. Concevons à pré- 
sent que Ton cherche les divers systèmes de valeurs de a? et de y 
propres à vérifier simultanément les équations (i) et (2). Il est clair 
que, dans chacun de ces systèmes, la valeur de y sera nécessairement 
une racine de Téquation (7), U désignant une fonction entière des 
coefficients A, B, .. ., I, K; P, Q, ..., S, T, et par conséquent une 
fonction entière dey, savoir celle dans laquelle peut se transformer le 
second membre de la formule (10), quand on représente par a, t, . . . , 
/, k les racines égales ou inégales de Téquation (i). D'ailleurs, pour 
opérer la transformation dont il s'agit, il suffira, conformément au 
théorème XVI, de diviser successivement le second membre de la for- 
mule (10), considéré comme fonction de k, par le polynôme 

puis le reste, considéré comme fonction de i, par le polynôme 
i*-i- (Ah-. ..-4- 6-h«)/-+-/i--f-...-h ^'-i-«' 

-^ hb-h ha -h., .-h ba-h \{i-h h -h. . .-^ b-ha) -^B, 

La fonction U étant ainsi déterminée, toutes les valeurs de y qui per- 
mettront de vérifier simultanément les équations (i) et (2) devront 
satisfaire à l'équation (7). 

Il est facile de s'assurer que la fonction entière de v, désignée par 
U, est d'un degré inférieur ou tout au plus égal à mn. En effet, comme 
les degrés des fonctions 

A, B, ..., I, K; P, Q, ..., S, T 
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sont représentés par les nombres 



1, 3, . . ., n — I, /t; 

If 2> • • ' » 

m — I, m, 

luri 

5 des rapports 



A 

— > 

y 

B I K 

p Q 

y j' 

S T 

y/n— 1' y m 


X 


resteront finies pour des valeurs infinies de j, et Ton pourra en dire 
autant des valeurs de z propres à vérifier les deux équations 

J /' ^«-1 yn 

c'est-à-dire des rapports 

, . a b i k p q si 

^s y y y y y y y y 

Donc le produit 

, \j' r/ \y y) \y y) \y y) \y y) \y y) 

\y . y) \y y) \y y) 

qui, en vertu de la formule (6), sera équivalent au rapport 

U 

conservera lui-même une valeur finie pour des valeurs infinies de y; 
ce qui exige que le degré de la fonction dey, désignée par U, ne sur- 
passe pas mn. On se trouve ainsi ramené à un théorème connu, et que 
Ton peut énoncer comme il suit : 

Théorème XVII. -— Étanl données deux équations algébriques en x et 
y y l'une du degré /i. Vautre du degré m y on peut en déduire, par VéUmi- 
nation de x^ une équation en y dont le degré soit tout au plus égal au 
produit mn. 

OEwret àt C. — ^A\,\' IX. ^l 


SUR LES 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D'ÉQUILIBRE 


ou 


DE MOUVEMENT POUR m SYSTÈME DE POINTS MATÉRIELS 


SOLLICITÉS 


PAR DES FORCES D'ATTRACTION OU DE RÉPULSION MUTUELLE 


J'ai fait voir, dans le troisième Volume des Exercices de Mathéma- 
tiques [p. i88 et suiv. (')], comment on pouvait établir les équations 
d'équilibre ou de mouvement d'un système de molécules qui s'attirent 
ou se repoussent, en supposant ces molécules très peu écartées des po- 
sitions qu'elles occupaient dans l'état naturel du système. Pour obtenir 
les équations dont il s'agit, il suffit de substituer, dans les formules (32) 
ou (34) des pages 197 et 19}^ (^), les valeurs de JT, tp, 3 déduites des 
formules (2j), (26), (3o) et (3i). Ces valeurs se simplifient et se ré- 
duisent aux quantités ^T^f ^2* ^2 déterminées par les formules (3i), 
toutes les fois que les seconds membres des équations (26) et (3o) 
s'évanouissent. C'est ce qui arrivera, par exemple, si les masses /w, m\ 
m", . , . des diverses molécules sont deux à deux égales entre elles, et 
distribuées symétriquement de part et d'autre d'une molécule quel- 
conque m, sur des droites menées par le point avec lequel cette molé- 
cule coïncide. Cela posé, soient, dans l'état naturel du système, 

a, i, c les coordonnées d'une molécule quelconque m, rapportées à 
trois axes rectangulaires des r, y, z; 

( ' ) Œuvres de Cauc/ijr, S. II, T. VIII, p. 227 et suiv. 
(') Ibid., p. -236 et ï^y. 
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rie rayon vecteur mené de cette molécule à une autre molécule m très 

voisine; 
a, p, Y les angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-axes des 

coordonnées positives; 
{{r) la force accélératrice qui mesure Taction de m sur ni; 
± m//2f(r) la force motrice correspondante, prise avec le signe -h ou 

le signe —, suivant que cette force est attractive ou répulsive; 
/(r) une fonction de r, distincte de f(r), et déterminée par l'équation 

(!) /('•)--=t[rr(r) -(•(/•)]. 

Soient de plus 

les coordonnées de la molécule m, relatives à un état d'équilibre ou de 
mouvement dans lequel on suppose appliquée k cette molécule une 
force accélératrice 9 dont les projections algébriques sur les axes coor- 
donnés sont désignées par X, Y, Z. Les quantités Ç, rj, t représenteront 
les déplacements très petits de la molécule m mesurés parallèlement 
aux axes des Xy j, 5, et, si, en réduisant les valeurs de 3i,^/S\i celles 
de JTa, tpa» ^a, OU fait, pour abréger. 


3:.^[=.'-^^0S««f(,.)], 

(3) jfl=|^|±:^cos«Pf(r)], 

€ -j^|:t^cos*y|'(r)J; 

l> = V ±: — cos{3cosy f(/) , 
(\) < € nz V it — cosy cosa f(r) , 

i — V ±: — cosacos|3f(/) ; 


l 


i6i^ 
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(5) 


(C) 


(7) 


L-.S[t-*«/<^)]. 

M=§[^cos*(3/(r)], 

P = §[^'cos'|3cos'y /(/•)], 

R = S[^COS«acos'^/(r)]; 

U =^ — cos*acosPcosy/(r) , 
U'=§[^cos'Pcosy/(r)l, 

is(3cos»y /(/•), 


„.=s 


mr 

3 


V =|jr^cos»acosy/(/)l, 

V = V — cosacos'pcosy/(r) , 


V = 


gr^cosacos'y/(r)j, 


W = JJ r^cos'«cosj3/(r) 1 , 
W- C r^cosacos»p/-(r)1, 


w- s [=^ 


cosacos 


pcos'y/C/)']. 
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on aura, en vertu de la formule (3i) de la page 196 du troisième 
Volume ('), 

da* d^* • dc^ dbdc dcôa dadb 

\ d^dc dcda dadb dbdc dcda dadb dbdc dcda dadbj 


3~ 


Dans les équations (8), les coordonnées primitives a, 6, c sont consi- 
dérées comme variables indépendantes. Si Ton voulait prendre pour 
variables indépendantes a?, y^ z au lieu de a, b, c, il suffirait, comme 
on Ta pipouvé à la page 207 du troisième Volume (*), d'écrire partouta? 
au lieu de a^y au lieu de b, z au lieu de c. On aurait donc alors 


X r^à^l ^à^l icà^l » à^l ^ à^l * à^l 


'.9) ' 


dx* d/* d5* dy d- d5 d^? do? d/ 

+ L^4-R^^+0^4-W^+W'^+W''^+V:^^+V'^+V'^ 

I Jv ^'^ I V ^'^ i w ^'^ I y ^"'^ 1 u '^•^ i R '^'^ I Vf ^'^ +0-^ +u -^"i 

\ dydz dzdx dxdy dydz dzdx dxdy dydz dzdx dxdyj 


1î = 


En substituant ces dernières valeurs de JT, "^j 3 dans les formules (34) 
de la page 198 ('), savoir 

(10) jc + X-^, ï + ^^_, 3-4-Z^— , 

on obtiendra les équations différentielles propres a représenter le 


(«) Œuvres de Cauchf, S. II, T. VIII, p. 235. 
(') Ibid., p. 246. 
(•) Ibid,y p. 237. 
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mouvement du système des molécules m, m', m", .... et Ton trouvera 

an ^. ^d'c ^dn ,à'i _ an - an . an 


ôi^ djo^ dy^ dz^ dy ôz dzôjc dxdy 

d/ * dy^ dz* dJL'^ ôy^ ôz^ dx- ôy* âz* 

\ dyOz ôzax ôxoy àyôz ozox axoy àyâz ozd^ 

d^r\ -, ^d^ri ^d^n ^à^fi « d^-n ^ d-n ^ à^-n 

Z=\ -i-Z -^ -h^-7-T -+-C-r-^ 4-QB-^— ,- -h2«^ r- -+- ^ / 


r dvôYJ 


ûfr" dx* dy^ ôz* ôydz àz àx dxdy 

A^l: /)>? /)«î^ à^Yi à-n /I^T, /î»^ a*^ â^l^ 

('•)( ->>1-:^->v'^^.-hW'^-:-.rJJ-hm|^.-p^^^u^-^^u'|^^-.u'^: 

^Jv'^^u/f4-R.'q-+lI'^^--^V'ff-.W'i^-^p/f-^W'-^^vfP 
\ àyôz âzâx ôxOy Oydz ôzâx dxdy dydz dzdx ôn)y\ 

/lï*" /)«'' /}*>" ^«'' /)'** ^'^ /)*r 


(^/- ^ dx* dy* dz* dydz dzdx dxdy 

v'^'-'+V'^'' + V^+U^+U'^^+U''-^^- + 0^-f-P^'-t-N^^ 


(»■ 


/r 


/)*- /)'- /J*? /?'y) ^*yi d*f\ d*t d*t /)*^ 

!• ^ y^l - ^J »• riif»^fv /ii//1?r /■lr/i*' rwr*r§\^ ^^/mI" W— ^*» 


d/(^-3 dzdx dxdy dydz dzdx dxdy dydz dzdx â.n)i 


Si lo système n'était pas en mouvement, mais en équilibre, il faudrait 
réduire à zéro les premiers membres des formules (i i). 
Soient maintenant 

A la densité du système au point (a, h, c), dans l'état naturel; 

p la densité au point (^, j, -), dans Tétat de mouvement; 

u la quantité, positive ou négative qui mesure la dilatation ou la con- 
densation du volume autour de la molécule m, dans le passage du 
premier état au second; 

p' yp'^p" les pressions ou tensions supportées au point (j:*, v, -) dans 
l'état de mouvement, et du côté des coordonnées positives, par trois 
plans perpendiculaires aux axes des x^ des j et des z\ 

A, F, E; F, B, D; E, D, C les projections algébriques des pressions ou 
tensions /?, p\ p'\ On aura, en vertu des formules (17) et (59) des 
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(12) 

(i3) 


\) =. 


âl df) âK 
dy 


dx 


ôz 


Déplus, en prenant j;,j, z pour variables indépendantes, et joignant 
lôs équations (25), (26), (27), (28), (29), (3o), des pages 222 et 
suivantes (*), aux formules (3), (4), (5), (G), (7) du présent article, 
on trouvera 


=p[K-i) 




2€ 



^[■■af-'0-«i-«'(5?-|)-^O^-i)--(|-£)] 


(>4) 


B=pr2/ 




(•^^0)^^«5i] 


-h 61 I H- 2 


dx " dy 


ôz 


-fê-l)--(i*i)*w(f*^:)] 


c 






{-m 


<-g)-v(|?.i)^w.(|.g)] 


9 


dy dz dx dy 


D 



-4''i-"'g-"-§-'(S-|)*-(S-i)--(|.^?.)] 


('5)' 


(' 


p(« + ^f. + '| 


()^ 


d5 


' L àx 







dl 


dy 


dl 





d/ c;5 \oz dy 


=K'*'^-%7-»i-^ 


dm 


-f-i 


0/ «^5/ 


^ 

<)j:^ 


p[w^!-W.,^.wg.V.(^..«).u(g.g).H«.^,)] 


(«) Œuvres de Cauchy, S. H, T. VHI, p. 260 et 973. 
(*) lbid,y p. -zôS et suiv. 
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Enfin, si Ton substitue, dans les équations (i4)» la valeur de p tirée 
des formules (12) et (i3), savoir 

on en tirera, en regardant les déplacements ^, y], X, comme infiniment 
petits, et négligeant les infiniment petits du second ordre. 


~ L \ dx dy dz) dy dz\ 

■^[^ô^^^ry^^Tz^^\Tz^Tyr'^\di^iz)^'^[é^ài)r 

\_ ôx dy \ dx dy àz) \ 


C=: 


L \ àx/ OX tfx dy dsj- 

On peut, en supposant constantes la densité A relative à l'état naturel 
du système et les quantités 

(19) a, U, C, 13, €, S, L, M, N, I>, Q, R, U, V, W, U', V, W, U% V% W% 
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revenir facilement des équations (17) et (18) aux formules (11). En 
effet, on tire des équations (aS) et (28) de la page 166 du III* Vo- 
lume (*) 

(?«Ç ^ dk dF dE 

, â'n ^ âV dh dD 


Ot^ — P^^"^^^ '^ dy'^ âz 


puis on en conclut, en divisant les deux membres de chaque équalion 
parp = (i — u)A, 

^_ 1 fâJi d¥ àK\ 

d}j: _ „ i___ fâE âD dC'\ 

dt* -'^^ (i-u)A \dx "^ d/ "^ dzY 

Or, si, dans les formules (19), on remplace les pressions A, B, C, D, 
E, F par leurs valeurs tirées des équations (17), (18), alors, en né- 
gligeant les infiniment petits du second ordre et réduisant en con- 
séquence le binôme 1 — u à l'unité, on retrouvera précisément les 
formules (i i). 

Lorsque, parmi les sommes comprises dans les équations (3), (4), 
(5), (6), (7), celles qui renferment des puissances impaires de cosa, 
de cos|î ou de cosy se réduisent à zéro, c'est-à-dire, en d'autres 
termes, lorsque les quantités 

* * 

(21) «, «, i, U, V, W, U', V, W, U', v, W^ 

s'évanouissent, le système des molécules /w, Tn\ m'\ . . . peut être con- 
sidéré comme offrant trois axes d'élasticité rectangulaires et parallèles 
aux axes desa?, j, z. Si, dans le même cas, on désigne par G, H, 1 les 

( * ) Œuvres de Cauchy, S. H, T. VIII, p. 202 el 2o3. 
Couvres de C. — S. Il, t. IX. 33 
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valeurs des coefficients Ji, 6, €, en sorte qu'on ait identiquement 

(22) 3 — G, 6 = 11, €=:I, 

les formules (i r) caïncideront avec les équations (68) de la page 208 
du IIF Volume ('), et deviendront respectivement 

■ 


• 


Alors aussi les formules (17), (18) s'accorderont avec les équa- 
tions (\c)), (5o) de la page 23o du III* Volume (^), et se réduiront à 

(24) ' B = [^(R_H)^ + (M4-H)0 + (P-H)^+h]a, 

D=[(P^I)^-^(P^H)|]a, 

(,5)- |E:.[(Q4-G)g-^(Q+1)^]A. 

F=.[(H.H)|^(R^G)^^]a. 

Dans le cas particulier où l'élasticité du système que l'on considère 
reste la même en tous sens autour de chaque point, les conditions (4i) 
et (\j) des pages 199 et 201 du III* Volume (*) se trouvent remplies, 
en sorte qu'on a 

(2f>) (, = IÏ=_I, L = M=N^3R, P_zQ:=R; 

{^)'OEavrcs de Cauchf» S. U, l. VUI, p. 247. 

(*) Ibid.y p. 271. 

(') Ibid., p. 2^9 cl i\i. 
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(•-^7) 


(28) 


(29) 


(R4-G 


< (R-hG 


(R-hC. 


=b 


u 


dn d*t, 


dx' d>/» 






( 




d'-n d^-n 






+ 2R-T- 


2R 


dz 


4-Z - 




(^^- 


4 ) 


R 


R 


R 


G)^ + (R-G)y + G 




(R-G)u 


4-(R — G)-j + G 


il A, 


|e^(R-.G)(§-^|)a. 


Knân, si le système est constitué de manière que Télaslicité reste la 
même en tous sens autour d'une droite parallèle à Taxe des ::, on aura 
simplement 


(3o) 


G — H, L=rM=r3R, P==Q, 


et les formules (23), (24), (25) donneront 


{3R+G)^-^(R4-G)^-^(0 + l)^4-2R.^4-20-5^--t-\ 
oa:^ dy^ âz^ dx dy ôz â.r "^ 

l3i)( (R^G)^4-(3R + G)^ + (Q + I)Ç^-^2Q/l--i-2R-Ç^--i-Y 
1 OJ^* ' ay* az^ a y ôz à.}r Or 


âr- 


ôr- 


z y 
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(32) 


(33) 


A = 


Br= 


C = 


D = 


E = 


(3H-i-G)|=- 


(R- 


«)§ 


-nra 


(Q-i) 


V«)-t.- 


(R 


(3R 

du 
à? 


G)f--^G]A. 


HG)g-H(Q 

+ (N-HI)| 


-+- I 


h 




(Q + fi) 


= (R + ti)( 




(Q + G)|]a. 
(Q-M)|]a. 


Lorsque, dans les équations (17), (18), on pose, pour abréger, 


(34) ^A = a, ôA = b, CA = f, IÏA=:b, 


€A 


iA=:f; 


(35) 


L A = a, 

PA~d, 


U A 

U'A 

■ 


u', 


u% 


M A = b, 
QA^e, 

V A = V, 
V'Ai=v', 

V'A = v', 


N A=:C, 

R A = f, 


W A 

W'A 
W'A 


-w. 


== w 


,/ 


w% 


elles deviennent respectivement 


\ ôx oy ozj oy 

ôx a y oz \oz 


it 




ày) 


dx à 


i)*Hl 


(36) 


•a t^^ 

B = 2f-î— 

ax 


-+-b I 


ôx ày as I ds 


àrt\ 

dx h ' 


,dl .dn . dC 
ox ày az 


an ^d!:\ 
'" "^ dy) 


C =2t~ -f-afc-7- 
ax ày 


+ f I 


( 


dî 


dn 


+ e-v^ +d rr — h 


dx 


ày 


4 

OZ 


""[àz 

dut- d/ (^5 


àx 


dz) 


...,(àl ^drA 





«•(I 




D'ÉQUILIBRE OU DE MOUVEMENT ETC. 173 

an 


-^'d. 


(3;) 


\)—h{ ^ ^\ — (^ b — 

\ djpj dx djo dy 

dx dy âz \dz âyj \âx dz) \dy ôx I' 

^/ V àyj dy âz dx 


dx ' dy dz \dz dy ) \dx dz) \dy dx J 


r v^Ç an J dK\ an . <Jç 
d5 dz \ dz) dx dy 


^- W ~ -h W' — + W' ^ -4- vY— 4- -^^ W u/"^ + ^1^ -h f/'^ 4- — ') 

dx dy dz \dz dy) \dx dz) \dy dx) 

Si l'on admet que, dans l'état naturel du système des molécules m, 

« 

m', /w", . . . , les pressions/?', j»'% /?" et, par suite, leurs composantes ou 
les six fonctions A, B, C, D, E, F s'évanouissent, les coefficients dési- 
gnés par les lettres 

3, <î, €, U, C, i 

m 

dans les formules (ii), (17)1 (18), ou par les lettres G, H, I dans les 
équations (23), (24), (^j), se réduiront à zéro, ainsi que les con- 
stantes représentées par 

û, b, f, è, f, i 

dans les formules (36), (37). Alors les équations (24). (25) et (23) 
coïncideront avec les équations (63), (64) et (68) des pages 233, 234 
et 235 du 111* Volume des Exercices (*); tandis que les formules (36), 
(37) reproduiront les valeurs de A, B, C, D, E, F que nous avons pré- 
cédemment obtenues à la page 2. 

(») Œuvres de Cauc/iy, S. U, T. Vllf, p. 274 et 'A75. 


SUR L'ÉQUATION 

A L'AIDE DE LAQUELLE ON DÉTERMINE LES INÉGALITÉS SÉCULAIRES ' 

DES MOUVEMENTS DES PLANÈTES. 


Soil 
(i) -«^/IJ^, 7, «, ...) 

une fonction réelle homogène et du second degré. Soient de plus 

("0 9(^**» J»-« •••)» zC-r,:»-, 3, ...), 'T^C-r, V, :j, ...)i 

les dérivées partielles de /(.r, v, :;, . . .) prises par rapport aux va- 
riables .r, r, :? Si Ton assujettit ces variables à l'équation de 

(condition 

les maxima et miniina de la fonction s seront déterminés (voir les 
Leçons sur le Calcul infinitésimal, p. 252) par la formule 

^*^ .r Y " :; 

D'ailleurs, les diverses fractions que renferme la formule (/|), étant 
égales entre elles, seront égales au rapport 

qui, en vertu de la condition (3) et du théorème des fonctions homo- 
gènes, se réduira simplement à 

'^J\'^9 y>^y . . . ) zz: 2.V. 
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On aura donc encore 

l « J I ' -i I " ■ — — . — — ^— — ^^— ^^— ^^— ^ ___ , , , A tS ^ 

X y z 

OU, ce qui revient au même, 

Soit maintenant 

(7) S = o 

Téquation que fournira l'élimination des variables a-, j, s, . . . entre les 
formules (6). Les maxima et les minima de la fonction 

s — f{^jy,s, ...) 

ne pourront être que des racines de l'équation (7). D'ailleurs cette 
équation sera semblable à celle que l'on rencontre dans la théorie des 
inégalités séculaires des mouvements des planètes, et dont les racines, 
toutes réelles, jouissent de propriétés dignes de remarque. Quelques- 
unes de ces propriétés étaient déjà connues : nous allons les rappeler 
ici, et en indiquer de nouvelles. 

Soit n le nombre des variables a:, j, 5, Désignons d'ailleurs, 

pour plus de commodité, par 

"'■arj:» ^yy* ^zz^ » • . 

les coefficients des carrés 

T** 1/* ^* 

*^ > J 9 ■* » . • . 

dans la fonction homogène s = f{x, y, z, . . .), et par 

^x'y-^ ^yxi ■^xz—-' ^zxj • • .» ^yz — -^zy^ • • • 

les coefficients des doubles produits 
en sorte qu'on ait 
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Les équations (6) deviendront 

. Axy^ H" Ayyy ~^~ ^yz^ -I- . . . "^^ Sy^ 

(9) \ _ 


et pourront s'écrire comme il suit : 

. (Axjc— •S)j?4-Aa:y7-h Ajp;5-h... = 0, 

\ AxyJ^ '\- i^yy — .î)/ 4" Ay^* "H . . . = O, 
i A;c-iF-h Ay.J'4-(A-5 — *)54-...:^0, 

Cela posé, il résulte des principes établis dans le Chapitre 111 de VAna- 
tyse algébrique (§ 2) (*) que le premier membre de l'équation (8), 
ou S, sera une fonction alternée des quantités comprises dans le Ta- 
bk'au : 

Axyy ^yy ^> ■'*rï» • • •» 


• • • » 


savoir celle dont les différents termes sont représentés, aux signes 
près, par les produits qu'on obtient, lorsqu'on multiplie ces quantités, 
n à/i, de toutes les manières possibles, en ayant soin de faire entrer 
dans chaque produit un facteur pris dans chacune des lignes horizon- 
tales du Tableau et un facteur pris dans chacune des lignes verticales. 
En opérant ainsi, on trouvera, par exemple, pour n = 2, 

(12) S = (Axx— *)(.Vy— 5) — A^.^.; 

pour n = î, 

\ S- (Aj,;, — 5)(Aj.j.— 5)(A., — .v) 

( • -^ ) ] 

' ~- A;,(A^, — 5) - Aî,(Ay^.- ,0 - A», (A,,- 5) -+- aA^j.A^.A^.,; 

( > ) OfAivres de Cauc/iy, S. lî, T. \U. 


■M) < 
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pour /i = 4f 

S = ( A;pa:— s) (Ayy—S) (kzz—s) (A„»— 5) 

__ r A|„ (Aorx— s) (Ayjr— s) -+- A^,,( A;,.^— 5) ( A-c — 5) -h A,%( A^rx— *) (A„„- 5)1 
L -+- Ai^(Ayjr— 5) (A.. — «) -H Ai-( Ayy — 5) (A„„— .ç) H- Aij-C A„ — 5) ( A„„— .ç)J 

I Ay- Ayit A -« ( Aj-j. -î) "+" Aa;2Ax«A3„(Ayy -S) I 

L "^ AxyAjPu Aya^Aja — 5) -4- A^yA^s Ays( Ajm S)j 

■+■ AjpyA2u~^ A^- Ay„-I- Aj-i^Ay- ^ [ A jfy A jp- Ay » A - j| H" A^y A j^jt Ayj A ♦« H" A j^. - A^M Ay • Ay ,| J ; 

et, généralement, on obtiendra pour S une fonction de s, qui sera 
entière et du degré n. 

Concevons à présent que l'on désigne par 


(l5) 5|, 5}, . . . , 5^ 

les n racines réelles ou imaginaires de Téquation (7). Soient, de plus, 
('") «^i» ytt --lî ^if yi9 ^ti •••5 -^/if ynf ^n 

des systèmes de valeurs de a:, y, 5, . . . correspondants à ces mêmes va- 
leurs de 5, et choisis de manière à vérifier les formules (3) et (10). La 
première des formules (ro) donnera 

et 


puis l'on en conclura, en éliminant le coefficient A 


XX* 


(17) (*î — •yi)^i^j-HA,y(ar,7i — a?i7,) -h Aars(j:j5| — ar,5j) 4-. . .:=:o. 

En raisonnant de la même manière, on tirera de la deuxième des for- 
mules (10) 

(18) Axr(7î^i — /i^î)-*-(*j — *i)7t7î-+-^y3(rj^i — 7i-i)-H... = o, 

de la troisième 

{19) A;^î(5,j:i — 5,d:,)H-Asy(5,/, — 5,/,)-h(55 — 5,)5,5,H-... — o, 

etc. Enfin, si l'on ajoute membre à membre les équations (17), (18), 

OEuvret de C. — S. II, t. iX. 23 


(22) 
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(19), etc., on trouvera 

Donc, toutes les fois que les racines 5,, ^2 seront inégales entre elles, 
on aura 

(21) •^i^j-H7,/,4-5i5,-h... = o; 

et, si l'équation (7) n'offre pas de racines égales, les valeurs de x^y^ 
Zf ... correspondantes à ces racines vérifieront toutes les formules 

comprises dans le Tableau suivant : 


• ••, 


Soit maintenant R ce que devient la fonction S, lorsque, dans le Ta- 
bleau (ïi), on supprime tous les termes appartenant à la première 
colonne horizontale, ainsi qu'à la première colonne verticale; et Q ce 
que devient la même fonction, quand on supprime, en outre, les 
termes renfermés dans les deuxièmes colonnes horizontale et verti- 
cale. Enfin, désignons par P„», ce que devient S, lorsqu'on supprime 
dans le Tableau (11) les termes qui appartiennent a la même colonne 
horizontale que le binôme A^^ — j, avec ceux qui appartiennent à la 
même colonne verticale que A^^,— s, ou bien encore les termes com- 
pris dans la même colonne verticale que A„«— 5, et ceux qui sont ren- 
fermés dans la même colonne horizontale que A^— s. Les polynômes 
R» Q; Pxx» Px^. P*** • •; P^r» P^r» • • •» P« seront, ainsi que S, des fonc- 
tions entières de s. De plus, on aura évidemment 


XX» 


(23) R=^P. 

et l'on conclura des équations (lo). en faisant abstraction de la pre- 
mière, 

loi) ^-_Jl__^-_ 

\-^4) P " P ~ P — 

* XX * */ ^ xz 
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Posons d'ailleurs, pour abréger, 

( 2*^ / A. ^^^ * XX —--■ 1* f * -— • ~~* ^ xy'9 '-* -— — * xs» . . . • 

La formule (24), combinée avec la formule (3), donnera 


(26) 


^ _ 7__ - 


et, si l'on désigne par 

(27) ^1» ■!» ^!> •••? Ajf ïî» ^î> •••» A/i» A«, Z/<, .>• 

les systèmes de valeurs de X, Y, Z, . . . correspondants aux racines f,, 
^2» • • •• ^« de l'équation (7), on tirera de la formule (2G) 


(28) 


*t 

.rt _ 

Y, - 

r«_ 

Y,- 

z, 

«s 

z, 

.. — -+- 


I 


X. 

v/Xî + 

YÎ + 

I 

^1 -+- . . . 

X, - 

V/XÎ + 

\\ + 

iLj -T~ * • • 

Xa 

Y,- 

m 

"z„-" 

— 1- 


I 


X, 

i./XÎ + 

Yî-h 

/j •• ~^ • • ■ 


Les valeurs de ^p,, j',, 5,, ... seront complètement déterminées, aux 
signes près, par la première des formules (28), à moins que la suppo- 
sition 5 = 5, ne fasse évanouir simultanément les fonctions X = R, Y, 
Z, ...; et, comme on peut faire un semblable raisonnement à l'égard de 

^2»y2t ^2» ---î •••î ^/i»^»» ^«» . .., il est clair que les expressions (16) 
seront, aux signes près, complètement déterminées par les for- 
mules (28), à moins que des racines de l'équation (7) ne vérifient en 
même temps la formule 

(29) R=rO. 

Ajoutons que, si les racines 5,, s.^ sont inégales, on tirera de la for- 
mule (21), combinée avec les deux premières des formules (28), 

(3o) X,X,-{-YiY,-hZ,Z,H-...ziio. 

En partant de la formule (3o), on prouve facilement que l'équa- 
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tion (7) ne saurait admettre de racines imaginaires» tant que les coef- 
ficients A^^, A^^, A^^, ...; A^.^, Ayg, ...; A„, ... restent réels. En 
effet, si l'équation (7) off^rait alors une racine imaginaire de la forme 
X-h (jLy^— 1 , elle en admettrait une seconde conjuguée a la première 
ou de la forme X — [^yj—i ; et, en prenant ces racines pour 5, et 5j, on 
obtiendrait pour X, et X, des valeurs de la forme 

(3i) XjrnOïLH-Xv/^^, \^= DU ^ 3f(. \/^ , 

3U, X étant des quantités réelles. Par suite, le produit 

(32) x,x,= on.«-4-x» 

serait nécessairement positif ou nul; et, comme on pourrait en dire 
autant des produits YjYa, Z^Za, ..., il est clair que la condition (3o) 
ne saurait être remplie, excepté dans le cas où Ton aurait 

(33) X| = Xj=::^0, Y|=:Yj=:0, Z|i=Zj=0, ..., 

c'est-à-dire dans le cas où chacune des racines 5,, s^ vérifierait les 
équations 

(34) Pxx=0, Pxy=0, Pxz—Oy 


• > « ■ 


Donc, si l'équation (7), du degré /i, admettait des racines imagi- 
naires, ces racines seraient propres à vérifier en même temps l'équa- 
tion Prx=o» ou 

(29) R = o, 

qui est de même forme, mais du degré n — i. En raisonnant de la 
même manière, on fera voir que, si l'équation (29) admet des racines 
imaginaires, ces racines seront propres à vérifier en même temps 
l'équation 

(33) Q:=0, 

qui est de même forme, mais du degré n — 2; et ainsi de suite. Donc, 
si l'équation (7) ofl'rait des racines imaginaires, ces racines devraient 
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satisfaire à chacune des équations de la forme 

(36) S = o, R=:o, Q = o, 


• • • • 


D'ailleurs, en prolongeant la série des équations (36), on parvient 
facilement à une équation du premier degré, qui coïncide avec la der- 
nière des suivantes 

(37) Axx — -^ = 0, \yy — 5:=0, \zz — ^ = 0, ...; 

et cette équation du premier degré n'admet pas de racines imagi- 
naires, mais une seule racine réelle. Donc l'équation (7) n'a pas de 
racines imaginaires. 

Concevons à présent que l'on combine la première des équations (10) 
avec la formule (24). On obtiendra la suivante 

qui devra coïncider avec l'équation (7); et, en effet, il suffit d'observer 
de quelle manière les polynômes S, P-^-j., P^^, P^^, ... se forment à l'aide 
des quantités renfermées dans le Tableau (ii)f pour reconnaître que 
Ton a identiquement, c'est-a-dire quel que soit 5, 

( 09 ) ( ^xx ^) * JTX ^xy * a:/ A^z * «5 . . . iiz 3. 

Ajoutons que, en combinant la seconde, la troisième, etc. des équa- 
tions (10) avec la formule (24), on obtiendra encore des équations 
identiques, savoir : 

i ^xy * jrx ( ^yy ^ ) * xy -^yz * ars - . . . ^^^ O, 

(40) I Axz^xx- \yzPxy— i^zz- s)Pj,z- ^ ^ ^= O, 


Cela posé, imaginons que l'on prenne pour s une quelconque des 
racines de l'équation Pxx= o, ou 

(29) R = o. 
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Les formules (39) et (4o) donneront alors 

I \^yy ^)1 jTjr "^ Ay- "x--!-. . . = O, 
J Aj,,P;rj.-h(A--— 5)P^3 4-... = 0, 
\ 

Le nombre des formules (4i) étant égal à n^ si Ton efface Tune de 
celles qui offrent zéro pour second membre, les autres suffiront pour 
déterminer, dans l'hypothèse admise, les valeurs des /i — i quantités 

en fonction de S et des coefficients A^^, Aj.^, ..., A^^— ^, A^,, ..., 
A„ — s, Si, pour fixer les idées, on supprime la seconde des for- 
mules (40' '^ valeur de V^y, tirée des autres, deviendra, eu égard aux 
notations adoptées, 

Donc, pour chacune des valeurs de s propres à vérifier Téquation (29), 
on aura 

(42) QS--r-Pi^. = -YS 

et, par conséquent, les quantités Q, S seront affectées de signes con- 
traires, si Tune et l'autre diffl^ent de zéro. Cette remarque fournit une 
nouvelle démonstration de la réalité des racines de l'équation (7), et 
permet, en outre, de fixer des limites entre lesquelles ces racines se 
trouvent comprises, ainsi qu'on va le faire voir. 

Supposons d'abord, pour plus de simplicité, que le nombre des 
variables x,y, z, ... soit égal à 3. Les équations (10) deviendront 

(43) \ k:^yx -^ {Kyy — s)y ^ ky.z^o, ' 

kxz^ -^^yzy -*- (Axe — 5)- = 0; 
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et l'on tirera des deux dernières 


» XX * xy , _ * ; 


/ / / \ „ » XX ., * xy , _ * xa 


les valeurs de Pjpx ou R, P^y» Px« et S étant respectivement 

(45) R = Pxx=(A3.^-5)(A„->^)-A»„ 

.^ ( * xy^^ Ajpy( A^a s) AjP-Ajr-, 

(4v) j 

( * xs ~- Axa ( Ajry 5) Aary Ay-, 

( S=(Aarx-^)(Ajry— 5)(A„-~5) 

l Aj.-(Axjr 5) AjP3(Ajry *) Aj;^(Aa3 S) -h 3 Axy Axz Ajr«. 

Cela posé, on aura identiquement 

S( Ajfa? ^ ) Il Axy * xy Ajpj i xs ^^^ ^ » 
. AxyR-(Ayy-5)Pxy-Ay,Px.=:0, 

( Axs R — Ayz Pxy — ( A„ — 5) Pxz = o; 

et, si Ton prend pour s une quelconque des racines de l'équation (29), 
les formules (48) donneront 

i Axy * xy ~^ ^xz * xs ^— ^> 

(49) ] (Ayjr— 5)Pxy4-Ay.Pxs— O, 

( AysPxy-+-(A..— 5)Pxs = 0. 

Enfin, si l'on combine la première des formules (49) avec la troisième, 

on en tirera 

..^, p _ (A, ,-5)S (A..- .08 

^xyK-^zz •*; ^xz^yz *xy 

OU, ce qui revient au même, 

la valeur de Q étant 

(5i) Q = \,z -s. 

Donc, à chacune des racines de l'équation (7) correspondront des 
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valeurs de Q et de S propres a vérifier la formule (42) et, par consé- 
quent, affectées de signes contraires. En résumé, les valeurs des poly- 
nômes 

(5a) A»-— .ç 

et 


(53) 


' — Ay-(Ajrx — *) Ajj.-(Ajry s) Ajry(A-- *) ~+" 2 AxyAjrsAy-, 


correspondantes à Tune quelconque des racines de Téquation 

(54) (Aj.y— 5)(A« — 5) — A;- = o, 

seront aff^ectées, si elles ne s'évanouissent ni Tune ni l'autre, de signes 
différents. 

Soient maintenant s\ s" les deux racines réelles de Téquation (54). 
rangées dans leur ordre de grandeur, en sorte qu'on ait 

(55) 5'<.v^ 

Ces racines, qui sont toutes deux réelles, puisqu'elles se réduisent aux 
deux valeurs de s données par la formule 

(56) , = ^zr±A^ ^ ^'(àrr^Y^A]^, 

vérifieront la condition 

(57) 5' 4- 5' — Ay^. -h A-., 

de laquelle on tirera, en ayant égard à Téquation (54)» 


A 


1 


ou, ce qui revient au même, 

(58) (A„-;ç'){A..-5')=-A;,. 

Donc les deux valeurs du binôme A„— j, correspondantes aux deux 
racines de Téquation (54)» seront aff^ectées de signes différents, si 
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aucune d'elles ne s'évanouit; et, par suite, la racine unique A^^ ^^ 
l'équation 

(59) A.5~5 = o 

ou 

(60) Q=:0 

sera renfermée entre les deux racines de l'équation (54) ou 
(29) R = o, 

à moins qu'elle ne se réduise à l'une d'entre elles. Donc, attendu que 
la condition (55) entraîne la suivante 

(61) A;:3-5'>A,5-^% 

on aura 

(62) Azz — s'=o el A-z—s'^o. 

Cela posé, soient S', S" les deux valeurs du polynôme (53) ou de S 
correspondantes aux valeurs s\ s" de la variable s. Si aucune des deux 
racines s\ s'' ne vérifie l'équation (60) ou l'équation (7), S' sera 
une quantité affectée d'un signe contraire à celui de A„ — s\ et S' une 
quantité affectée d'un signe contraire à celui de A^^ — s'\ On aura donc 

(63) S' = o, S^^o. 

D'autre part, le polynôme (53) ou S se réduit pour 5 = — 00 k l'infini 
positif, et pour s = co k l'infini négatif. Donc, si dans ce polynôme on 
substitue successivement, au lieu de s, les quatre valeurs 

(64) S^=z — 00, S=:s'f S=:s", 5 =: OC, 

les résultats des substitutions seront généralement affectés des signes 
(65) 4-, -, -f-, -; 

et, par conséquent, l'équation (7) ou 

,z.^v ( (A;car— ^)(Aj.jr— 5)(A..— 5) 
(60) l 

( — A*,( A;rx— s) — Kz(^yy— s) — Kyi^zz— s) + 2 A^y \gz Ayz^ O 

OFsUvres de C. — S. Il, t. IX. ^4 
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admettra trois racines réelles, savoir une racine inférieure à /, une 
autre comprise entre les limites /, ï\ et une troisième supérieure à 5". 
Supposons maintenant que la fonction (i) renferme quatre va- 
riables X, y^ z, u. Dans ce cas, la fonction S sera déterminée par la 
formule (i4)» et les fonctions R, Q par les deux suivantes : 

( R = (A^^. — 5)(A-5 — 5)(A«« — 5) 

("7) 

( — Al^{Ayy^ S) — A*^( A-5— s) — A«.(A„«— s) h- q A^- A^, A^b, 

(68) Q = (A„-.0(A««~5)-A,V 

D'ailleurs, les fonctions (G7) et (G8) étant semblables, la première k 
la fonction (53), la seconde à la fonction (4^), on prouvera, en raison- 
nant comme dans le cas précédent, que Téquation R = o a générale- 
ment trois racines réelles, dont Tune est comprise entre les valeurs 
réelles de s propres à vérifier Téquation du second degré 

(69) (A-- — 5)(A»„ — 5) — Al,,=:o, 

tandis que les deux autres racines sont Tune inférieure et l'autre supé- 
rieure aux valeurs dont il s'agit. Cela posé, soient s\ s'\ s" les trois 
racines de Téquation 

, , ( (Ajry— 5)(Ax. — 5)(A««— 5) 
(70) 

( — Aî^( A^^— s) — A|^( A-3— 5) — A*. ( A„« — ^) H- 'iAy^ A^„ A^^ = o, 

rangées par ordre de grandeur, et désignons par 

Q'. Q', Q^ S', S', S-' 

les valeurs de Q et de S correspondantes à ces mêmes racines. Q sera 
une quantité affectée du même signe que la valeur de Q correspon- 
dante à ^ = — 30, c'est-à-dire une quantité positive, et Ton aura, par 
suite, 

(70 Q'>o, Q'^<o, Q^>o. 

Donc, en ayant égard à la formule (42). on trouvera généralement 

(72) S'<o, S''>o, S'<o. 
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D'autre part, le polynôme (i4) se réduit, pour 5 = — oo, ainsi que pour 
5 = oc, à rinfini positif. Donc, si dans ce polynôme on substitue suc- 
cessivement, au Heu de s, les cinq valeurs 

(73) A =Z — 00, 5 = 5', 5 = 5*, 5 = 5*', 5 = 00, 

les résultats des substitutions seront généralement affectés des signes 

(74) -+-, —, H-, —, -h. 

Donc Téquation (7), dans le cas dont il s*agit, admettra quatre racines 
réelles respectivement comprises entre les limites 

(75) —00, 5', 5% 5*, H- 00. 

Les mêmes raisonnements, successivement étendus au cas où la 
fonction s renfermerait cinq, six, ... variables, fourniront évidem- 
ment la proposition suivante : 

Théorème I. — Quel que soit le nombre n des variables a*, j, :;, . . . , 
Véquation 

(7) S=o 

et les équations de même forme 

(76) R = o, Q==o, 

auront toutes leurs racines réelles. Déplus, si l'on nomme 

(77) *'» ^» A ..., s^"''^ 
les racines de l'équation 

(29) R = o 

rangées par ordre de grandeur, les racines réelles de l'équation (7) seront 
respectivement comprises entre les limites 

(78) —00, s', 5^, 5^ ..., S^'»-», 00. 

D'après ce qui a été dit ci-dessus, il ne peut rester de doutes sur 
l'exactitude du théorème I, si ce n'est dans le cas où quelques valeurs 
de s vérifieraient à la fois deux des équations 

(36) S=:o, R = o, Q = o, ..., 
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prises consécutivement. Observons d'ailleurs que, si l'on nomme 


(79) 


dy ^f ^9 *■*> ^ 


-1) 


les valeurs du polynôme S correspondantes aux racines s\ s^\ ^*, 
gifi^i) de l'équation (29), et 


• • 


(80) 


K = S'S'...S<«-»> 


le produit de toutes ces valeurs, K sera une fonction symétrique des 
racines /, s", s'^^ ..., s^'*^^\ qui pourra être transformée en une fonc- 
tion entière des coefficients A^^, A^.^., A^.,, ...» A^^, A^.,, . . . , A-j, . . . , 
et s'évanouira toutes les fois que les équations (7) et (29) auront des 
racines communes. 

Il est facile de vérifier le théorème I dans le cas où les quantités Aj..t., 
Aj.^, Aa-rf . . . f Aj^, A^3, . . . , A„, . . . s'évanouissent toutes à rexception 
de celles qui, dans le second membre de la formule (8), sont multi- 
pliées par la variable x ou par le carré de Tune des variables x, v, 
5, Alors, en effet, l'équation (29), réduite à 


(81) 


(A^y— 5)(A--— .î)(A«„ — 5)... = o, 


aura pour racines A^.^, A„, A^, — Donc, si, pour fixer les idées, on 
suppose 


(82) 

on pourra prendre 

(83) 5'=A 


Ayy<C A-5<^ A|||,, 


yyj 


S — A--, S — Am 


M9 


D'un autre côté, comme, dans l'hypothèse admise, le Tableau (11) se 
réduira au suivant 


(84) 


/ Axx 

s, 

^xy^ 


Ax., 


kxiit 



1 Axj-, 


kyy 

S, 

0, 


0, 



A,„ 


0, 


A.= ~ 

Sf 

0, 



Ajpii, 

. 

\ 

• 9 

0, 

• • a • • 4 

' f 

0, 

• 9 

Ak« — 

'S, 
• • 9 
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on aura évidemment 

S==(Ayy-5)(A„-f)(A..-.)...fA«-:J-^-r-^-j^--r^^-...) 

' =(Axx— ^)(A^^— *)(A53— *)(A„«—5)... 

— A«^.(A5;— 5)(A„«— 5)...— Aî.(Ayy— 5)(A„,.— *)...— AÎ„(Ayy— 5)(A5.— 5)...; 

puis on en conclura, en désignant par S', S", S'", ... les valeurs de S 
correspondantes aux valeurs ^' = A^^, 5"=A„, s'"=Xuu de la variable s. 


(86) 


S' =H- Ai.(A-- — \yy) (A„„— A-s). . .> o, 


8*' = — A1.„(A„R— Aj.j.)(A«„— A5c)...<o, 

Enfin, il est clair que S se réduira, pour 5 = — oo, à Tinfini positif, et 
pour ^ = 00, à (— i)". Donc, si dans le polynôme S on substitue suc- 
cessivement, au lieu de Sy les /n- i valeurs 

(87) —00, .v'=iA^y, ^''^A--, s^^zKuu, ..., -t-«>. 

les résultats des substitutions seront alternativement positifs et néga- 
tifs. Donc Téquation (7) offrira, dans Thypothèse admise, n racines 
réelles qui, prises consécutivement et deux à deux, renfermeront entre 
elles les racines de l'équation (29). 

Dans le cas que nous venons de considérer, les quantités S', S", 
S*, ... ne s'évanouiront jamais et, par conséquent, une même valeur 
de s ne pourra vérifier simultanément les équations (7) et (81), à 
moins que l'un des coefficients X^y* ^xz* A^„, ... ne se réduise à zéro. 
Donc la fonction entière de ces coefficients, désignée par K et déter- 
minée par l'équation (80), offrira ordinairement, dans le cas dont il 
s'agit, une valeur distincte de zéro. 11 en serait de même, à plus forte 
raison, si aucun des coefficients A^-^t A^^, A^.^, ..., A^.^, A^^, ..., 
A„, ... ne s'évanouissait. En résumé, la quantité K ne peut être iden- 
tiquement nulle, et vérifier l'équation 

(88) K = o, 
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quelles que soient les valeurs attribuées aux coefficients A^r^, A^^, 

II est maintenant facile d'étendre le théorème I au cas où quelques 
valeurs de la variable s vérifieraient à la fois deux des équations (36) 
prises consécutivement. Admettons, pour fixer les idées, que, parmi 
ces équations, les deux premières, savoir S = o, R = o, soient les 
seules qui offrent des racines communes. La condition (88) sera rem- 
plie; mais elle cessera de l'être généralement si l'on attribue à l'un 
des coefficients renfermés dans la fonction K un accroissement infini- 
ment petit e. Soient AS, AR les accroissements correspondants des 
fonctions S et R. Les équations 

(89) S-hAS = o, 

(90) R-+-AR=:o 

n'offriront pas de racines communes, et les racines de la dernière, 
rangées par ordre de grandeur, seront de la forme 

(91) 5'H-A#', 5'-hA5^ s'-^ls', ..., 5f«-«)-+-A5f»-», 

A^', às'\ as"', . . ., A^f"-*^ désignant des quantités infiniment petites qui 
s'évanouiront avec t. D'ailleurs, on conclura du théorème I que l'équa- 
tion (89) admet n racines réelles, respectivement comprises entre les 
limites 

(9a) —00, f'-f-As', s'-hls'f j^-hA^*, ..., ^î^-'J-f- Asf'»-'^ 00; 

et cette conclusion subsistera pour des valeurs de e aussi rapprochées 
de zéro qu'on le jugera convenable. Donc elle subsistera encore pour 
£ = 0, c'est-à-dire que les n racines de l'équation (7) seront réelles, et 
renfermées entre les limites (78). Seulement, dans le cas particulier 
dont il s'agit, quelques-unes des racines de l'équation (7) pourront se 
réduire a quelques-unes des quantités /, 5", A ...» s^"^*^, qui généra- 
lement leur servent de limites. 

On pourrait raisonner de la même manière, quelles que fussent, 
parmi les équations (36), celles qui, prises consécutivement, offri- 
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raient des racines communes; car cela ne peut arriver que dans le cas 
où les coefficients k^x^ A^.^, Aj.„ ...; A^^, A^^, ...; A„, ... vérifient 
une ou plusieurs des conditions 

(98) K = o, L = o, M = o, ..., 

L, M, ... désignant les polynômes dans lesquels se transforme K, 
lorsque, du système des variables a?, j, s, . . ., on retranche la variable 
x^ ou les deux variables x^ y^ ou les trois variables x, y, ;;, etc. 
Or, pour que les conditions (93) cessent d'être vérifiées, il suffira 
d'attribuer à un ou à plusieurs des coefficients qu'elles renferment des 

accroissements infiniment petits e, e', £"" Soient AR, AS, AQ, ... 

les accroissements correspondants et infiniment petits des fonctions 
S, R, Q, Le théorème I subsistera pour les équations 

(94) S4-AS = o 
et 

(95) R-hARrro, Q4-AQ = o, 

tandis que e, e", e'', ... s'approcheront indéfiniment de zéro; et, par 
conséquent, il continuera de subsister pour les équations (7) et (76), 
au moment où e, e', £"', ... s'évanouiront. Seulement alors deux des 
équations (36), prises consécutivement, pourront avoir des racines 
communes. 

Si, comme on l'a déjà fait, on nomme 

(10) 5^, Sj, 5j, ..., 5/,—!, Sa 

les racines de l'équation (7), et si on les suppose rangées par ordre de 
grandeur, deux de ces racines, prises consécutivement, par exemple 
^«et ^flu-,, ne pourront devenir égales entre elles sans coïncider avec la 
racine ^^"^ de l'équation R = o ou P^j.= o. Donc, si l'équation (7) 
admet des racines égales, chacune d'elles vérifiera encore la formule 
Pxx= o que l'on obtient à la place de l'équation (7), lorsque du sys- 
tème des variables x, j^, -5, . . . on retranche la variable a?. Pareillement, 
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chacune des racines égales vérifiera les formaies 

que l'on obtient en retranchant du système x^y^ z, ... la variable^, 
ou la variable z, etc. En général, si deux, trois, quatre, etc. racines de 
l'équation (7) deviennent égales entre elles, chacune de ces racines 
fournira évidemment une valeur de s propre à vérifier, non seulement 
l'équation (7), mais encore toutes celles qu'on en déduit, lorsque du 
système x,y, z, ... on retranche une, deux, trois, etc. variables arbi- 
trairement choisies. Alors aussi les coefficients A^j,, Aj^^, A^r,, . . .; A^^, 
\y^, . . .; A5,, . . . satisferont à une ou à plusieurs des conditions (93). 
Mais ces conditions cesseront d'être vérifiées et, par conséquent, les 
racines de l'équation (7) deviendront toutes inégales, si l'on attri- 
bue aux coefficients renfermés dans les premiers membres des for- 
mules (93) des accroissements infiniment petits. 
Soient encore 


(10) O^i, J'i, Zif ...» ^if Ytt -Sf» •••? •••» 


A> 


y 


n» 


»fff 


des systèmes de valeurs de a?, j, 5, ... correspondants aux valeurs 5,, 

^2» .... Sa de la variable ^, et choisis de manière k vérifier les for- 
mules (3) et (10), en sorte qu'on ait 


(96) 


Axy^l H~ ( Ayy ^i) Yi -+- Ayz^i -f- . . .=::= 


(96) 


1 (Axx— ^j)j^î4-A:py V, -t- AxjS, 

Axy^t -H ( Ayy *t)^'î ■+■ Ayz S% 

Axz ^1 + Ay- Xt -+- ( A .3 — 5, ) Z^ 


. . .=z O 
. . .zr: O 
. . . = O 


(96) 


Axr-^«+(Ayy~5;,)jrt-}- Axz^/i-H. . . = 

A«^«-H Aysjn-I- (As5 — 5«) 5^ -h . . . =: o 
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et, de plus, 

j ■;■■■,;■■■■; i* 

•^/i ^" »>'i» ■+" ^/i "+" • — ' • 

Si la fonction de A^r^:» A^r» ^*«» •••» A/^» ^^yz* •••î A^;,, ..., ci-dessus 
désignée par K, ne se réduit pas à zéro, des racines de l'équation (7) 
ne pourront être, ni égales entre elles, ni propres à vérifier l'équa- 
tion (29); et les quantités (16), ainsi que nous l'avons fait voir, se 
trouveront, aux signes près, complètement déterminées par les for- 
mules (28). Ajoutons que ces quantités satisferont à toutes les équa- 
tions comprises dans le Tableau (22). Cela posé, si, en désignant par 


Ç. rtf 


Y 


de nouvelles variables dont le nombre soit n^ on attribue à a:, r, 5, . . . 
les valeurs que déterminent les formules 

(98) \ r = ri$H-7î^^-y»ï+--" 

\ 

on aura, en vertu des équations (22), 

puis, en vertu des équations (96), respectivement multipliées par H, 
les autres par v], les autres par Ç, . . . , et ajoutées entre elles, 

I Ax^or-f- kxjy 4- A;t55 + . . ,^=LS^XyC, -h^iJ^tYÎ -h5,J7,Ç -+-..., 

(100) < A:cya?H-Ay^./4-Ay.:; + ... = 5|7i$-f-5,/,YîH-5,7jÇ4-..., 

kxz^ -+- Ajs/ 4- Ass^-h. . . = 5, 5i| -1-5, 5,y) H-^j^jÇ 4-. . ., 


\ 


Enfin, en ayant égard aux formules (22), on tirera : 1® des for- 
mules (98) respectivement multipliées par a:, , j, , 5, , . . . , ou par x^, 

OEwrei de C. — S. II, t. IX. 23 
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Va, -2» ...» OU parais, ja, ^3, ..., et ajoutées entre elles, 

(lOl) \ _ 

C :=: J^s j: -i- Vs J' -4- -3 5 -f- . . . , 


2'' (les équations (loo) respectivement multipliées pour a:, v, -, ..., et 
ajoutées entre elles, 

i Axx'^^'H- Aj.j.j*4- A5;5*-f-...-h aA^y-ï^K-h sAxc^-TG -1-...-+- aAy-jc -+-... 
(102) 

11 suffira donc généralement de lier les variables x, v, z, .., aux va- 
riables $, Y], J^, ... par les formules (98), pour que les équations (99) 
et (102) soient simultanément vérifiées. Cette remarque entraîne évi- 
demment la proposition suivante, que j'ai donnée dans le dernier Vo- 
lume des Mémoires de r Académie des Sciences ( * ). 

Théorème IL — Étant donnée une fonction homogène et du second 
degré de plusieurs v^ariables x^ y, :?, . . . , on peut toujours leur substituer 
d'autres variables $, y], JT, ... liées à x, y, -s, ... par des équations 
linéaires tellement choisies que la somme des carrés de jr, y, s, ... soit 
équivalente à la somme des carrés cfe ^, yj, J^, . . . , e^ que la fonction donnée 
de X, y, Zf ... se transforme en une fonction rfe ^, 7;, u, . . . homogène et 
du second degré y mais qui renferme seulement les carrés c?e Ç, yj, JI, 

La démonstration du théorème II, ci-dessus indiquée, suppose à la 
vérité que, dans la fonction donnée, les coefficients 


^XX9 


^^xy9 -^^xzf • . •» -*yy» ^yzi • • • » ■^■33» • • • 


ne satisfont pas à la condition (88). Mais, si cette condition était vé- 
rifiée, il suffirait, pour qu'elle cessât de l'être, d'attribuer à l'un des 
coefficients dont il s'agit un accroissement intiniment petit s; eU 
comme on pourrait faire converger e vers la limite zéro, sans que le 

0) Œuvres de Cauchy, S. I, T. W. 
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théorème II cessât de subsister, il est clair qu'il subsisterait encore au 
moment où t s'évanouirait. 

Dans le cas particulier où les variables x, y, z sont au nombre de 
trois seulement, l'équation (7) se réduit à celle qui se représente dans 
diverses questions de Géométrie et de Mécanique, par exemple, dans 
la théorie des moments d'inertie; et le théorème I fournit les règles 
que j'ai données dans le III® Volume des Exercices (*) comme propres 
à déterminer les limites des racines de cette équation. Alors aussi les 
équations (22) sont semblables à celles qui existent entre les cosinus 
des angles que forment trois axes rectangulaires quelconques avec les 
axes coordonnés, supposés eux-mêmes rectangulaires, et le théo- 
rème II correspond à une proposition de Géométrie, savoir que, par le 
centre d'une surface du second degré, on peut mener trois plans per- 
pendiculaires l'un à l'autre, et dont chacun la divise en deux parties 
symétriques. 

J'observerai, en terminant cet article, que, au moment où je n'en 
avais encore écrit qu'une partie, M. Sturm m'a dit être parvenu a dé- 
montrer fort simplement les théorèmes I et II. Il se propose de publier 
incessamment le Mémoire qu'il a composé à ce sujet, et qui a été offert 
à l'Académie des Sciences le même jour que le présent article. 

\^) Œuvres de Cauc/iy, S. II, T. VllI, p. io3 et suiv. 


SUR LA 


DÉTERMINATION DU RÉSIDU INTÉGRAL 


DE 


QUELQUES FONCTIONS. 


Soit f{z) une fonction qui s'évanouisse, lorsqu'on attribue à la va- 
riable :; des valeurs infinies réelles ou imaginaires. On pourra, dans 
un grand nombre de cas, déterminer le résidu intégral 

ou plutôt la valeur principale de ce résidu, à l'aide des théorèmes I, 
II, in, IV des pages 255, 258, 274 et 27G du II* Volume (*). Toutefois, 
les démonstrations que nous avons données de ces théorèmes suppo- 
sent implicitement que, parmi les racines de l'équation 

celles dont les modules ne surpassent pas un nombre donné R sont 
en nombre fini [t;oir les pages 247 et 248 du II* Volume (^)]. Or cette 
condition n'est pas toujours satisfaite, et il peut arriver, par exemple, 
que l'équation (2) offre une infinité de racines très peu différentes de 
zéro. Nous allons maintenant nous occuper d'étendre les théorèmes ci- 
dessus mentionnés au cas dont il s'agit. 

Concevons que l'équation (2) offre, non seulement une infinité de 

(*) Œuvres de Cauchy, S. Il, T. VII, p. 3o2, 3o5, 3ao, \ii. 
(*) Ihid.y p. 294, 395. 
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racines dont les modules soient très considérables, mais encore une 
infinité de racines dont les modules soient très petits. Supposons 
d'ailleurs que, en attribuant au module r de la variable 

(3) 5 = r(cosp -h v^^^ sin/>) 

des valeurs infiniment petites 

(4) P> pi> pt» •••> 

on puisse les choisir de manière que le produit 

devienne sensiblement égal à zéro, quel que soit d'ailleurs l'angle p^ 
ou du moins de manière que ce produit reste toujours fini ou infini- 
ment petit, et ne cesse d'être infiniment petit, en demeurant fini, que 
dans le voisinage de certaines valeurs particulières de /?. La somme 
des résidus de /(5) correspondants à celles des racines de l'équa- 
tion (2) qui offriront des modules renfermés entre deux nombres finis 
r^, R se trouvera représentée par la notation 

(6) F, ({/{ = ))), 

et pourra converger vers une limite déterminée, tandis que ces deux 
nombres s'approcheront sans cesse, le premier de zéro, le second de 
l'infini positif. Or cette limite sera, dans l'hypothèse admise, ce que 
nous appellerons la valeur principale du résidu intégral ^£,((/(^))). 
D'autre part, la formule (64) de la page 212 du l*'^Volume(*) donnera 

(:) -C ((/(-))) = ^/ ^eP>r^f{\{ePy-^)dp--— r,eP^-^ /(r,eP^^)clp. 

Si, dans cette dernière équation, on prend successivement pour r« les 
différents termes de la série (4). l'intégrale 

(8) / r^ePyf^f(roeP^')^P 

(») Œuvres de Caiichr, S. U, T. VI, p. 265. 
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convergera évidemment vers une limite nulle, et l'expression (6) vers 
une limite correspondante, déterminée par ia formule 

(9) '"'/.'"' ((/(*))) = r'- f He''^f^/(]\epyf^)dp, 

qui est semblable a l'équation (iG) de la page 2/19 du II* Volume (*). 
Ola posé, il ne restera plus qu'a faire converger R vers la limite ac 
pour obtenir, dans Thypothése admise, le théorème 1 de la page 2j5 
du IIM'olume(^). 

Supposons maintenant 

et admettons que, en attribuant au module r de la variable :; les va- 
leurs infiniment petites 

( -1) P» pi> pi» • • •♦ 

on puisse les choisir de manière que le produit 

(11) ZTS5{z) 

devienne sensiblement égal à zéro, quel que soit d'ailleurs le rap- 
port -y OU du moins de manière que le produit reste toujours fini ou 
infiniment petit, et ne cesse d'être infiniment petit, en demeurant fini, 
que dans le voisinage de certaines valeurs particulières du rapport -• 
Alors, au lieu de la formule (9), on obtiendra la suivante 

puis, en substituant à la fonction ct(:?) sa valeur tirée de l'équa- 
tion (10), et raisonnant comme on Ta fait à la p.igc 2:')o du II* Vo- 
lume ('), on retrouvera encore la formule (9) et le théorème ci-dessus 

( ï) OEuvres de Cauc/iy, S. Il, T. VU, p. 296. 
(*) Ib'td., p. 3o2. 
( 3 ) Ibid.y p. 297. 
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mentionné. Seulement le résidu de f{z), relatif à s = o, devra être 
considéré comme faisant partie de la somme désignée par la notation 
c^((/(^)))» ^t comme équivalent à la constante A;„_,, dans le cas 
même où la fonction ts{z) deviendrait infinie pour une valeur nulle 
de z. Par conséquent, dans l'hypothèse admise, il faudra, pour obtenir 
la vakur principale du résidu intégral J],((/(^)))» ajouter la constante 
A;„_, à la limite vers laquelle convergera l'expression (G), tandis que 
les nombres Tq, R s'approcheront indéfiniment, le premier de zéro, le 
second de l'infini positif. 

On étendrait avec la même facilité les théorèmes II, III, IV des 
pages 258, 274 et 276 du II* Volume (*) ^^ ^^^ ^ù> '^ fonction f(^z) 
étant déterminée par la formule (10), le produit zisi^z") remplit, pour 
des valeurs infiniment petites de la variable 5, les conditions précé- 
demment énoncées. 

Pour vérifier sur une valeur particulière de la fonction /(^) les 
remarques que Ton vient de faire, supposons 

. h 

, sm - 
cos - 

a Qi b désignant deux constantes. L'équation (2) aura pour racines les 
valeurs de :; comprises dans les deux séries 

(14) ±:--v'— I, it—v^—i, ±: — V^— i, ..., 

^ ^ 2a 2a 2a^ 

2b 2b 2b 

De plus, le produit (5), ou 

b 
«- sm - 

(16) zf{z)ziL : ^, 

cos- 

* 

deviendra infiniment petit : 1° pour les valeurs infiniment grandes 

(*) OEuvres de Cauchr, S. II, T. Viï, p. 3o5, 3>,o, Zix. 
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de 2, dont les modules différeront sensiblement de ceux des expres- 
sions (i4); 2° pour des valeurs infiniment petites de s, choisies de 
manière que les modules correspondants de ~ diflerent sensiblement 

de ceux des expressions (i5). Cela posé, il suit de ce qu'on a dit plus 
haut que le théorème I de la page 255 ou plutôt le théorème II de la 
page 258 du 11*^ Volume (*) subsistera pour la fonction (i3). On aura 
donc 


(«7) 



I e 


az 


»—az 


cos - 



=: O, 


pourvu que l'on considère le résidu intégral 



I e 


as 


»— az 


cos- 



comme représentant la limite vers laquelle converge l'expression 



tandis que les nombres To, R s'approchent, le premier de zéro, le 
second de l'infini positif. Il est d'ailleurs facile de constater l'exacti- 
tude de la formule (17); car on a 


. b 

• ^a« ^—az 

(,8) r — ^ — - — ?. 


cos - 


4 

T, 


inb _1«»* 

iftb __!«/» 

A 1t I ^ W 


(■9) /, 


^nz — ff—az 


. b 
sin - 


4 


inb trtb 


1 

I 

tab inb 
gtTt g SIC 

9ab lub 
tnb tab 


^ s(e«--i- e-"=) // b\\ TT 

((cos -)) 


lab 


ifib 


3 ilî^ »«^ 


e 


e 


SIC 


SIC 


et, en combinant entre elles par voie d'addition les deux équations 
qui précèdent, on reproduit évidemment la formule (17). 


(») OEuvres de Cauch, S. H, T. VII, p. 3oa et 3o5. 
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Supposons maintenant 

. b 

„, sm - 

(20) f{z)= ^. 

cos- 


*» 


Lo produit 


(21) ^/(^) = 




cos- 

z 


sera encore infiniment petit pour des valeurs infiniment petites de :;, 

choisies de manière que les modules correspondants de - diffèrent 

sensiblement de ceux des expressions (i5). Mais ce même produit 
cessera de s'évanouir et deviendra généralement égal \ ±h pour des 
valeurs infiniment grandes de s, savoir à H- 6, si la partie réelle de 
l'exposant az est positive, et à — 6, si la partie réelle de l'exposant az 
est négative. Ajoutons que le produit 

2 

se réduira évidemment à zéro. Cela posé, le théorème III de la page 274 
du II*' Volume (* ) donnera 



<^3) yy\ -:t— -il 7 =0. 


Pour constater l'exactitude de cette dernière formule, il suffît d'obser- 
ver que les résidus partiels compris dans le résidu intégral 


(24) 



sont, deux à deux, égaux, mais affectés de signes contraires. 

(«) Œuvres de Cauchy, S. II, T. Vlï, p. 3ao. 
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Supposons enfin 

(b 
cos- 
—b-'b 
sin- 

L'équation (2) aura pour racines les valeurs de z comprises dans la 
série (i4) et dans la suivante : 


3^' 


b 
ces - 


(Cî6) ^-, _L.— , 

TT 27: 


De plus, le produit 


^az — g-az 


(27) -/(-)= : r 


sin - 



deviendra infiniment petit : 1® pour les valeurs infiniment grandes 
de z dont les modules différeront sensiblement de ceux des expres- 
sions (i4); 2° pour des valeurs infiniment petites de 5, choisies de 
manière que les modules de - difTerent sensiblement de ceux des ex- 
pressions (26). Cela posé, le théorème II de la page 2.58 du II*" Vo- 
lume (*) subsistera pour la fonction (25), en sorte qu'on aura 

(^«) /nîS^^fe-xi 11=0. 


et, par suite, 



sm - 



ah ab ah nb ah ah 

I e^ — e "^ I c***^ — e *^ i e"^ — e "^ 


(29) 


2 ab ab * A ab ah 

e« -f- e ^ e^'^'\- e ''^ 


TT 



lab 


6 "* 2Ï 

• 

• 

^ tah Irtft 


I / e'^-h e ^"^ 

37t 

3 1 %ab tab 

2ab 

/ tab tab 


I / e'^ -he ^'^ 

5lT 


5\ laÈ _if* 2ab 


(I) Œuvres de Cauchf, S. U, T. VU, p. 3o5. 
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Si, pour abréger, on fait lab = ua;, la formule (29) deviendra simple- 


ment 


11 11 11 

-Jc —-X -X — --r -.r — -j: 

le' — e" 16* — e* ic* — e ^ 


-Jr --r q -x — -x O -x — -x 

c'-he* e*H-Ér* <?*+e* 

(3o) 


— l^e*— e-' '" ^ j "^ 3 1 Tx ri 


1 1 \ / I I 


3\ i/e*-4-e^ 5 

- - \^ 




En remplaçant dans cette dernière x par a? y^— i , on en tirera 


J? I X \ 


(3.) ; ^ ^ 

__cot^j + _(^__cot3J+^(^--col5J4-.... 

H est bon d'observer que, pour établir directement la formule (3i), 
il suffirait de prendre 


TTJT 
COS 


(32) /(-)^I ' — - 


ou bien encore 


5 C0S5 \ . TTX TTJ? 

sm — 

25 


{tzx 

COS ' 



(33) /(.)=li!Iii£4 — [^--^(.n. 

cos(3)'|sin^ '^ 


{zf désignant l'une quelconque des deux valeurs de / propres à vé- 
rifier l'équation 

(34) t*-s=zo. 

En effet, dans l'un et l'autre cas, le théorème II de la page 208 du 
H* Volume (') entraînera la formule 

(35) «r ((/(«) ))-o, 
(') Œuvres de Caucky, S. II, T. Vil, p. 3o5. 
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qui se réduira simplement à Téquation (3i). Remarquons d'ailleurs 
que, dans le cas où la fonction /(5) est déterminée par la formule (33), 
cette fonction devient généralement infinie pour une valeur nulle de s. 
Mais comme, dans le même cas, le produit zf{z) s'évanouit avec 5, la 
constante précédemment désignée par A,„_, et, par suite, le résidu de 
/(s), relatif à 5 = 0, doivent être censés nuls. 

On pourrait faire beaucoup d'autres applications des principes ci- 
dessus exposés. Si, pour fixer les idées, on prenait successivement 

. b 

f . sm - 

/OCX ^/ \ '(^) sin^r^ z 

ces - 

b 

Cl \ CCS - 

^ '^ "^ t(5) sma5 . b 

sin - 

f(5), Y{zf) désignant deux fonctions entières de 5, et la fraction p^^ 

étant irréductible, on trouverait : i® en supposant le degré de f(s) in- 
férieur au degré de F(5), et la fonction F(5) non divisible, ou divi- 
sible une fois seulement par :?, 

. b 
ç, V sm - 

2^ en supposant le degré du produit z^ ï{z) inférieur au degré de F(5), 
et la fonction ({z) divisible par 5, 




(39) 


f / / f(^) cosas 



^\ l F(-s) sina5 . b 
* * sm - 



o. 


On trouverait de même : i^ en supposant le degré du produit s{{z) 
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inférieur au degré de F(3), et la fonction F(5) non divisible par s, 

* * cosa^cos- 

2° en supposant le degré du produit z^ ((z) inférieur à celui de F(s), 
et la fonction f(s) divisible par s, 

* * sinaz sin - 

On obtient des résultats dignes de remarque en développant les for- 
mules (38), (39), (4o)» (4i)- Si, pour plus de simplicité, on prend 

(•(3') désignant une fonction rationnelle de z, les formules dont il 
s'agit deviendront 

sin- 

(43) /( i î}Il!iî'"l^f(^ , ,^0 

' '■ ■ cosa^ b z ' ' 

cos - 

(44) r ( ( £?L«? !!!^ f(f!l I 1 = 0. 

^ ^\ l sma5 . b s ' ' 

sm - 

cosaz cos - 





(46) l 



f(^') 


, b z 
smaz sm - 



et, en les développant, on trouvera 

^(Jt)J^Jl\ ((9]^\J^J1\ f(^^J^\.((AÈL\ 

îT r , , b ((f(z«))) 

= 7r£^langa5iang- ^-ilv_jL^, 
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, —^^ ^^ COt 1 ^ ^^-^ col \ ^ — ^ col :; h . . . 

/colas col- ^^-!-^^ — ^—, 

2 W/ Z Z 


.(^\-^(^±\ ff9iL'^_,Yi^^ ^h^\J^\ 

(/Jq\ ^' I 7r O 5T D JTl 

= ^/séc«.séc^«-fi^-!l», 
— ^— — ^ cosec ^^ cosec — -\ — — ^ — ^-^ — - cosec ^ — ^ • • • 

1 T: 'à 2 71 6 ÔTl 


(5o) 


= - ) cosec a s cosec — ^^-^-^ 

2 ^ -s 5 


Si l'on pose dans les formules (47)» (49) a = A = -— , et dans les 
formules (48)» (5o) a = A — ttj?, ces quatre formules donneront 

lf(-«)-f(i) „^ r-(f) -•■(*) ... '-(IMI) ... 

1 --^tang h ^^ —. lang— T- f z — ^ — ^ lang — 


O lO 


(52) < ' 2 2 3 3 

i ^ r . .7^^ (dX-*))) 

f — - J colTT j:5 col — — ^-^ » 

\ 2 ^ Z Z 

«-) - <i) , ... r{|)-, ■(!.),„. r(g)-f(^) . ... 

, — ^ — ^séc o — ^ sec -V- H ^ = — ^^ sec 

(53) / * '-* . ^ ^ *^ '^ 


-?£ 


, 7:J:5 , TTX ((r(5*))) 

sec -^ — sec —^ - \ 

2 2 'W Z 
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!!!MiL) ....... _ < jV(i) ... - . [fihiÉ 


TTO?* 


- J cosec7r^5 coséc -j- ' \ 

Il importe d'observer que, dans les formules (44)» (45), (46). et par 
conséquent dans les formules (48), (49)» (5o), (52), (53), (54), la 
fonction rationnelle et paire f(5*) doit être divisible pars*. Ajoutons 
que les seconds membres des équations (4?)» (48), (49)» (5o), (5i), 
(52), (5v3), (54) s'exprimeront en termes finis. Donc les séries que 
renferment les premiers membres de ces diverses équations pourront 
toujours être sommées à l'aide du calcul des résidus. 

Pour appliquer la formule (5i) à des valeurs particulières de la 
fonction f(3*), faisons successivement 

' ^ ^ I — Z' ' ^ ' I -h 5* 

On trouvera, dans le premier cas, 

i -h x^ ttj:* 1 Q-l-x'^ TT.r' i ^5 -f- ^* ^ tto?' tt .tt^t 

et, dans le second cas. 


r 


,.-, I — J7* TTjr* iQ — x^ Tx^ 125 — .r* ^ ttj:' tt / e • — e 

\-\-x^ ^ 2 3 04-0?* " 6 D 2^-^J:* ^10 4\ — _5f 


Au reste, on déduirait immédiatement la formule (56) de la for- 
mule (55) en substituant à la variable x le produit a?\/— i. Ajoutons 
que, si, dans ces formules, on pose a? = i ou a? = ^, on en tirera 


„ ^ I I 4. TT I 12 . TT I 24. TT 

/-«v 5^ TT I 37^ TT I lOI TT . I 197, TT TT 

(d8) -tangg + j^ltang^^ + j— lang^^ + -^tang53+ - 



-7 » 
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« _ IEx s 


(Sg) H^sin^ô -•- 9 ô-tang-7 + H -^^lang v- h ^ langer; +...=: r ' 

^ ^' 5 ^8 3 37 ° 24 5 loi ° 40 7 197 5^ 4 




Supposons encore 

« — ~ I 


a« 


4» 


On conclura des formules (5i), (52), (53), (54) 


(6o) -^— T^ang— -4-^,-^tang-^-^^,,-^^tang— ^...=:3-Jf ^ .g_J "^^^"^'t l 

^-:;r, t—^ ::^-^ L\^'4-e «/ J 


J?' 9 J?' 2D J7 


I I 


(6l) C0l7rX*H 5 7- col H ; COl — 5 !"•..= 5 COI'TT^ —( -rr- — h 

,1 jr*4 2 a:* 9 3 8L \ef^^e-^l | 

JT* [\ x^ 9 x* 

I 1 

(6.) ^-yséc— ^^,— ^séc-^ + ^,— ^séc — ^,..^^ / ^, .Ef l^^^^TP 


J?* 9 J?* 25 


(63) cosécTTJ?* 7-coséc^— -h— 5 coséc^^^ — •••=^? (-^s.;: ^] — coséc*7:»r 

, i_ o.*^ 4 2 j:* 9 3 %Wé^—e-^J J 

X^ ^ X* Q X^ 


4 a?* 9 07* 

Si, dans ces dernières équations, on remplace œ^ para?* y/— i, on ob- 
tiendra les suivantes : 

I e» — e * 3 e« — e * 5 e"»»"— e '^ 


X* ^ ^^ g X' ^ ^^ 20 X* ^ ^^ 

(64) ( / !!£ _!E£\> 

TT V3 

■g / TtJ tTÏ ^" 

TT." ' 


V2/ 
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L ItJT* 7CJ* ' ffjr» itx' 


(00) < ^» 4 ^ q ^* 


"~ 4 [eitxVi^,g-icx^_2cos(7rJcv^)]* ' 


I I 

3 I 5 




(66) 


( 7C.r lljr\ 

■K va 


(67) 


( e*^* 4- e *^* H- 2 COS — =r ) 
\ V2/ 





1 




1 

Il 2 1 


-+- 


3 1 

X^ [\ x^ 

s 

9 


_ TT 2 — (c^' >/*-+- e-'^V*) COS (îrarv/^) 






2 [^«•«^•ï-i-e-'^^v'»— 2COs(7ra7V^2)]* 


Lorsque dans réquation (67) on écrit >Js au lieu de x^ on retrouve la 
formule (17) de la page 278 du second Volume (*). Par conséquent, 
cette formule, que nous avions établie par un calcul contre lequel on 
aurait pu élever quelques objections, est parfaitement exacte; et il ne 

doit rester là-dessus aucun doute. 

* 

(«) OEuvres de Cauchy, S. U, T. VII, p. 319. 


Of.wres de 6\ — S. U, t. IX. 27 


USAGE DU CALCUL DES RÉSIDUS 


poun 


L'ÉVALUATION OU LA TRANSFORMATION DES PRODUITS 


COMPOSKS 


irUN NOMBRE FINI OU INFINI DE FACTEURS. 


Désignons par f(s) une fonction entière de la variable z, et par 

(0 a, ?, /t •.. 

les racines réelles ou imaginaires de Téquation 

(2) Î{Z)^0. 

La fonction {(s) pourra être présentée sous la forme 

(3) f(2)Lr-_A-(3-a)(5.-?)(3-y).... 

Soit d'ailleurs j? une seconde variable distincte de z. Si, dans Téqua- 
tion (3), on pose successivement z = o, z = x, on en tirera» 

(4) f(0):3rA'(-a)(-;3)(-.y)..., 

(5) ï{x)^k{j:^x){j:-^){x^y)...; 

puis, en divisant la formule (5) par la formule (4), et admettant 
qu'aucune des racines a, 3, y, . . . ne soit égale à zéro, on trouvera 
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Soient maintenant ¥(s) une nouvelle fonction entière de s, et 

(7) X, ft, V, ... 

les racines de l'équation 

En supposant qu'aucune de ces racines ne s'évanouisse, on trouvera 
encore 

Il y a plus : si, dans la formule (6), on remplace successivement la va- 

^r* 'V* ^1^ 

riable x par les rapports ï-> -> -> • • •> on en tirera 



•^^^_^u, ^ 


(10) 


f(o) \ «xyv ?^J\ y^ 

tw^('-^)('-ê)(-W-' 


\ y / _ / _ £^\ / _ f_\ I _ ^ 

f(o) -V «vJV (3vA' yv 


et, par suite. 


(?) '(f) '(3) 


f(o) f(o) f(0) 

(II) I 


= (-â)(-p)('--^)-('-$)('-ê;)('--;^)- 

x('-fv)('-fv)(-7ï)-- 

De même, si, dans la formule (9), on remplace successivement la va- 
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%C %ju JC 


riabic x par les rapports - » g> ->•••> on en ti 

« p y 


rera 


"F(o)"-(' a)(' «f*)(' «vj 


(12) 


; 


F(o) 


-(-^i)('-é)('-^) 


y/ _ 


F(o) 


(-^)0-y7)(-y^) 


et, par suite, 


^'5) 


(i3) 


F(o) F(o) F(o) 

i -(-5)(-^)('-£)-(-?i)(-é)('-ê)-- 

-(-5)('-^)(-^)"' 


Donc, attendu que les seconds membres des formules (11) et(i3) sont 
composés des mêmes facteurs, on aura définitivement 


(i4) 


'(î) <^) '(?) Kf ) "(s) Kl) 

. — _ — _— iJ ■ ■ • • • • — : ^ — - ■ ■ -' - • • • 


f(o) f(o) f(o) 


F(o) F(o) F(o) 


^ Cette dernière formule, de laquelle il résulte que les deux produits 

nî)'fâ'(v) Kf)K?)Kf 


1(0) 1\0) f(0) 


F(o) F(o) F(o) 


peuvent cire transformés Tun dans l'autre, se déduit aisément du calcul 
des résidus, ainsi que nous allons le faire voir. 

Supposons d'abord, pour plus de commodité, qu'aucune des équa- 
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tions (2) et (8) n'offre de racines égales. Faisons d'ailleurs 

^ ' f(o) f(o) f(o) 

1 o=Ki)!(i)!(i)..,. 

^ ^ ^ F(o) F(o) F(o) 

Si la valeur de x est assez rapprochée de zéro pour que la partie réelle 
de chacun des rapports 

II) Ki) !(D 

f(o) ' f(o) ' f(o) ' 


reste positive, et que les coefficients de V— i, dans les logarithmes de 
ces rapports, fournissent une somme renfermée entre les limites — -» 

-f- -> on tirera de la formule (i5) 


(?) , Af) . /(?) 


Ajoutons que, dans tous les cas possibles, on trouvera 


{18) l{ihP)=il 


[-Sl-'Url-'tS]--*'"^^"''''' 


le double signe dt devant être réduit, dans chaque logarithme, au 
signe 4- ou au signe — suivant que la fonction, placée à la suite de ce 
double signe, offrira pour partie réelle une quantité positive ou néga- 
tive, et ± /désignant une quantité entière convenablement choisie. Si 
maintenant on différentie, par rapport à x, les deux membres de la 

(*) On établit sans peino la formule (i8) à l'aide des principes exposés dans \ Analyse 
algébrique, Chap. IX («). 

(•J (JEnvres de Ctuichy, S. Il, T. III. 
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formule (17) ou (18), on en conclura 

On trouvera de même 

,., -^ - 1 Kl) . 1 Is) . • HÛ 


(î) 'K;) 'K7) 


D'ailleurs le second membre de la formule (19) peut être représenté 
par Tune quelconque des deux expressions équivalentes 


(-) iz 


I ^\z) ¥'{z) p.i V{z) *"(-) 




dont on obtient la dernière en remplaçant dans la première s par -^ 

et multipliant la fonction sous le signe ^j^ par ^^ = — ~, confor- 
mément aux règles tracées dans le premier Volume (p. 167 et suiv.) ( * ) 
pour le changement de variable indépendante dans le calcul des résidus. 
De même, le second membre de la formule (20) peut être représenté 
par l'une quelconque des deux expressions équivalentes 


^ ' ^Z ^IX\ ((f(5)))' Cz F(s) 


n- 


(?)"''='" "=*■'='(('(?))) 


Cela posé, on tirera des formules (19) et (20) 


1 ^P I €/Q 


I ^\z) Y\z) . p f F'(;;) ^\z) 




<{S) "'''"' ' '"' (('(?))) 


(*) OEuvres de Cauchj, S. H, T. VI, p. 210 et suiv. 
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ou, plus simplement, 






attendu que la fraction 

f'(f)F'(-: 


(25) 


--f(f)F(.) 


ne deviendra pas infinie pour une valeur nulle de s. Effectivement, si 
Ton nomme m le degré de la fonction entière f{z), la fraction (25) 
pourra être considérée comme le produit des deux rapports 


(26) 


; il) 


¥'(s) 


(î) 


qui, pour des valeurs nulles de z^ ou des valeurs infinies de -> se ré- 

duiront, le premier à ^ = m, \e second à la constante finie -ft^" 
D'un autre côté, comme des valeurs infinies de z réduiront le rapport 

à la constante finie jj^y et les expressions (26) ainsi que le produit 

(a8) lil Pi> 

' fp\ F(;:) 


tî) 


de la fonction (25) et de la variable z k zéro, on aura, en vertu de la 


216 USAGE DU CALCUL DES RÉSIDUS ETC. 

formule "(64) de la page aS du I" Volume (*), 


(29) 



et, par suite, l'équation (24) donnera 

i dP t dQ 
(^°> Pd^-Qd^=°' 

Or cette dernière, multipliée par q<^. devient 


(3i) 


©=»■ 


puis, en l'intégrant à partir de a? = o, et observant que chacune des 
fonctions P, Q se réduit à l'unité pour une valeur nulle de x, on 
trouve 

(32) |-' = ^' P = Q 

ou, ce qui revient au même, 

^ ^^ f(o) f(o) l(o) * ~ F(o) F(o) F(o) 

La formule (i4) ainsi établie, dans le cas où les racines 

a, p, y, ...; X, fx, v, ... 

sont toutes distinctes les unes des autres, subsistera évidemment 
quelque petites que soient les différences de ces mêmes racines, et 
par conséquent elle continuera de subsister dans le cas même ou plu- 
sieurs de ces racines deviendraient égales entre elles. 

Si l'on désignait par Ç une valeur particulière de la variable x, on 

(«) CEuvres de Catahr, S. II, T. VI, p. 36. 
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tirerait do la formule (i4)t en posant a? = Ç, 


(33) 


f(o) f(o) f(o)"* F(o) F(o) F(o) 


puis, en divisant la formule (i4) par la formule (33), on trouverait 

Concevons à présent que les fonctions ((z), V(s) cessent d'être 
entières. Mais admettons qu'elles restent tinies et continues, ainsi que 
leurs dérivées des divers ordres pour toutes les valeurs finies de s. 
Supposons d'ailleurs : i" que, pour chacune des deux équations 

(35) f(5)=:0, 

(36) F(5)^o, 

les racines différentes de zéro soient inégales entre elles; 2® que, 
parmi les mêmes racines, celles qui off*rent des modules inférieurs a 
une limite finie R soient en nombre fini, et représentées, pour l'équa- 
tion (3/)), par 

(37) a, (3, y, ..., 

pour l'équation (36), par 

(38) X, |JL, V, .,.. 

Si l'on prend 

r(f) r(f\ f{f) E'(^) F'fj) F'(?) 

-(î) ^if) -(î) -(-:) ^'{^) ^Kf) 

la fonction 9(^) restera évidemment finie et continue pour toutes les 
valeurs réelles ou imaginaires de x qui off^riront des modules înfé- 

OKuvres </« C. — S. II, t. IX. q8 


•••> 


218 USAGE DU CALCUL DES RÉSIDUS ETC. 

rieurs a R. En effet, parmi ces valeurs de x^ celles que renferme la 
suite 

X = «A, X =^ «fx, X zn av, . . . , 
x — ^l, ^ =^ i3fx, x=^v, . . . , 
X --^ yX, a? — yfJL, x =zi yv, . . . , 


seront les seules qui puissent rendre infinies quelques-unes des frac- 
lions comprises dans le second membre de la formule (^9)» en faisant 
évanouir leurs dénominateurs. D'ailleurs, pour chacune de ces va- 
leurs, deux fractions deviendront infinies simultanément, mais leur 
différence restera finie. Ainsi, par exemple, pour x = aX, les deux 
fractions 


(il) 


'•'(î) -(ï 


deviendront infinies en même temps. Mais leur différence ou le rap- 
port 


(4a) 


f 


(î)^(^) 


conservera une valeur finie, qui, en vertu d'un théorème connu de 
('.alcul infinitésimal, sera la même que celle du rapport 

et, par conséquent, égale à 


(\\) 


2LX !'(«) a ¥'â)\ 


Cela posé, faisons 

/ 9(jr)//.r 
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l désignant une valeur particulière do la variable x. La fonction ^'C^)* 
ainsi que 9(ir), restera finie et continue pour toutes les valeurs de x 
dont le module sera inférieur à l'unité; et Ton aura, pour x = ^, 

m 

De plus, la formule (45) donnera généralement 

(47) ^=4,'(X)=:Ç(^)C ' =7?(-«) 


OU, ce qui revient au même. 





-(î)^'" -(f) ^<i) y^iX) 


Ainsi, la fonction de a;, représentée par j' ou ^(^), devra remplir la 
double condition de se réduire à l'unité pour a? =: Ç, et de vérifier, quel 
que soit a:, l'équation difierentielle linéaire (47) ou (48). Or, cette 
équation n'admettant pas d'intégrale singulière, la double condition 
dont il s'agit sera remplie tant que les modules de $ et de a? resteront 
inférieurs à R. Donc, puisqu'on vérifie encore cette double condition 
en prenant 

_ '(?) iS) <î) <!) ^(1) Kf) 


149) r = 


(I) '(1) '(0 K^) n?) Kf ) 


les valeurs de j, fournies par les équations (45) et (49)» seront néces- 
sairement identiques, en sorte qu'on aura, pour toutes les valeurs de 
x et de \ dont le module ne surpassera pas R, 

'(f) '(^) 'à) ^ï) ni) Kf 


/• 
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uu, ce qui revient au même. 


lf)<i)<i) _ <i) !(i) Ki) /: 

■(i)'a)'aj"'"Ki)K^)<f)'" 


Si, dans la dernière formule, on pose Ç = o, elle donnera 

^ ^ f(o) r(o) IXo) '" F(o) F(o) F(o) " 

Désignons maintenant par/(5) une fonction semblable à celle qui 
est renfermée sous le signe ^ dans la formule (29), en sorte que Ton 
ait 

f'(f)F(.) 


(53) f(z) = 


= <?) 


F(-) 


Supposons, de plus, que la fonction (53) ou /(s) puisse être décom- 
posée en deux parties, dont la première soit la somme de plusieurs 
termes réciproquement proportionnels à des puissances entières de 5, 
et dont la seconde, multipliée par 5, fournisse un produit qui s'éva- 
nouisse pour certaines valeurs infiniment petites de z. Si, en attri- 
buant au module r de la variable :; des valeurs infiniment grandes, on 
peut les choisir de manière que Tune des fonctions 



(-?)'<-' 


devienne sensiblement égale k une expression déterminée 3^ quel que 
soit d'ailleurs le rapport -» ou du moins de manière que l'une des dif- 
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férences 


(56) ^-^ ^, 


(5;) 



reste toujours finie ou infiniment petite, et ne cesse d'être infiniment 
petite, en demeurant finie, que dans le voisinage de certaines valeurs 

particulières du rapport -j alors, en vertu du théorème énoncé à la 

page 274 du II* Volume (*), et des principes établis dans l'article pré- 
cédent, on aura 

(58) ^((/(^))) = 5^ 

ou, ce qui revient au même, 

pourvu que l'on réduise le résidu intégral compris dans l'équa- 
tion (58) ou (59) à sa valeur principale. Si d'ailleurs on attribue au 
nombre ci-dessus désigné par R une valeur infinie, les séries (Sy) et 
(38) renfermeront toutes les racines des équations (35), (36), ou du 
moins toutes celles qui ne se réduiront pas à zéro. Alors, en supposant 
ces mêmes racines rangées d'après l'ordre de grandeur de leurs mo- 
dules, et désignant par 

(60) x = i ^-'^ 


fi-X^r.s ((^)) 


(f)F(.) 


le résidu partiel de /(s) relatif à 5 — o, en sorte que ^ représente le 

( ' ) CEuvres de Cauchy^ S. II, T. VU. p. 3îio. 
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terme réciproquement proportionnel à z dans la fonction /(s)^ on 


trouvera 


(6i) 





-œ ^Kf) 'Kï) 


ou, ce qui revient au même. 



(62) / -V:-^ =X49(.r); 


puis, en combinant Téquation (62) avec les formules (Sg) et ( 5o), on 
en conclura 

(63) 9(a-)--=z.f-X, 


f 


(I) <|) <!) Kf ) Ki) Kv) 


Donc, si, dans le produit 

on fait entrer toutes les fractions de la forme 


(?) Kî) 

ou — ^ — V 


"I 


et correspondantes k celles des racines a, 3, y, . . . , X, a, v, . . . qui 
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offrent des modules inférieurs au nombre R, il sufBra d'attribuer à B 
des valeurs de plus en plus grandes, pour que le produit (65) con- 
verge vers une limite finie équivalente à l'expression 


(66) e 


X)rfj 


et Ton obtiendra la formule (64), en considérant le premier membre 
de cette formule comme composé d'une infinité de facteurs. On aura 
par suite 

,,, '(?) <i) 1!) ._^ii) 'M Kil... /'•*-" 


f 


(!) <|) '(!) " '(I) Kl) Kf) 


Jusqu'ici nous avons supposé que, pour chacune des équations (35), 
(36), les racines différentes de zéro étaient inégales entre elles. Mais 
la démonstration que nous avons donnée de la formule (64) ou (67) 
peut être facilement étendue au cas même où les équations dont il 
s'agit offriraient des racines égales qui ne seraient pas nulles. Suppo- 
sons, par exemple, que n racines de l'équation (36) deviennent égales 
à X, en sorte qu'on ait, non seulement 

(68) F(X)=:o, 

mais encore 

(69) F(X)=:o, F'().)--=o, ..., F'»-«)(À) = o. 

La somme des fractions correspondantes à ces racines dans le second 
membre de la formule (39) sera 

(70) rt- - ^ 


>f 


(? 


et la somme des termes qui, dans ce second membre, deviendront 
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infinis pour x = a'kse réduira simplement à 

(71) «— \-4^ y-^. 

D'ailleurs, si Ton pose 

(72) J7iz:a). -h£, 

e désignant une variable infiniment petite* et si Ton développe les deux 
expressions 

,.3, M-/±ijI Kll-Zilii 

suivant les puissances ascendantes de e, en ayant égard aux équa- 
tions (68), (69), il suffira de négliger dans les développements 
obtenus les termes infiniment petits pour réduire ces développements 
aux deux binômes 

Donc, pour e = o, ou, ce qui revient au même, pour œ = aX, l'expres- 
sion (71) sera équivalente à la différence des binômes (74)» c'est- 
à-dire à 

^^ ^ iL^lï^a) /i(n-hi) aF«)(X)J' 

Il est aisé d'en conclure que la fonction ?(^), déterminée par la for- 
mule (39), restera encore finie et continue pour toutes les valeurs réelles 
ou imaginaires de x qui offriront des modules inférieurs à R. D'un 
autre côté, il suit des principes établis à la page 34o du P*" Volume (' ) 

(^) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 4oi. 
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que, dans le cas où n racines de Téquation (36) deviennent égales ii X, 
le résidu partiel de la fonction 

.f(f)F(--) 

correspondant à la valeur X de s, est précisément l'expression (70). 
Donc Téquation (61), ou plutôt celle qui la remplacera, se réduira 
encore à Téquation (62), et, en la combinant avec les formules (5o), 
(59), (62), on retrouvera les équations (63), (64), (67). Seulement, 
dans le premier membre de l'équation (64) ou (67), n fractions égales 
correspondront aux racines dont X désignera la valeur commune, et le 
produit de ces n fractions sera 


(77) 



En résumé, l'on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Soient f(5), F(-s) deux fonctions de z qui restent finies 
et continues, ainsi que leurs dérivées des divers ordres, pour toutes les 
x^aleurs finies de 5. Supposons d'ailleurs que l'on ait 

(35) f(^) =:o, 

(36) F(c) = o, 

et que celles de ces racines qui différent de zéro, étant rangées d'après 
l'ordre de grandeur de leurs modules, soient représentées par 

(3;) Cl, Ci, y, ... 

pour l'équation (35 ), par 

(38) 1, IX, V, ... 

pour l'équation (36). Admettons encore que, parmi les mêmes racines, 
celles dont le module reste inférieur à une limite finie R soient en nombre 

Œuvres de C. — S. Il, t. IX. 29 
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fini. Enfin, désignons par x une nouvelle variable distincte de z. Si, en 
attribuant au module r de la variable s des valeurs irfiniment gnuides, 
on peut les choisir de manière que l'une des expressions 


(54) 




(53) 



(- î) ^' 


(--) 


(-4)F(-= 



devienne sensiblement égale à une expression déterminée ^, quel que soit 
le rapport -» ou du moins de manière que lune des différences 

f'(r)F'(--) 
(56) 4^^^ J, 


f 


(J)f(=) 



reste toujours finie ou infiniment petite^ et ne cesse d'être infiniment petite 
en demeurant finie que dans le voisinage de certaines valeurs particulières 

du rapport -\ si, de plus y la fonction 

(53) /(5)= ^■'' 


--f(f)F(. 


:) 


peut se décomposer en deux parties dont l'une soit la somme de plusieurs 
termes réciproquement proportionnels à des puissances entières de s, et 
dont l'autre s'évanouisse pour certaines valeurs infiniment petites de s; 
alors, en dèsigruinl par X le résidu de /{s) relatif à s = o, en sorte 
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qu'on ait 


(6«) - e. 


■~- (f)F(=,«-»' 


et par $ une valeur particulière de a?, on trouvera 

"'' <l)<^)'©'""Ki)KI)K^)'" 

pourvu que l'on considère chacun des produits que renferme l'équa- 
tion (C7) comme composé d'une infinité de fajcteurs. 

Corollaire I. — Si, dans la formule (67), on prend 5 = o, elle don- 
nera simplement 

^'^ f(o) f(o) l(o)"*~F(o) F(o) F(o) " 

Corollaire II. — Si ^ et X s'évanouissent, les formules (67) et (78) 
deviendront respectivement 


(-9) 


et 


(80) 


f 
f 


(i)'a)'a)'""K!)Ki)Kf) 

f(o) f(o) f(o) F(o) F(o) F(o) 


Si, de plus, f(o) et F(o) se réduisent à l'unilé, on aura simplement 

<f)'fâ'(îj--©K?)K7) 

Observons, d'ailleurs, que X devra être censé réduit à zéro, toutes les 
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fois que l'expression (54) s'évanouira pour certaines valeurs infini- 
ment petites de la variable z. 

L'un des produits compris dans les deux membres de la formule (67 ) 
cesse de renfermer une infinité de facteurs, dès que l'une des fonc- 
tions f(5), F(5) devient entière. Supposons, pour fixer les idées, que 
la fonction ((z) soit, non seulement entière, mais du premier degré et 
de la forme 

(82) Ç(z)=n — z. 

Alors les racines a, p, y» ... se réduiront à une seule, savoir a = i . De 
plus, les fonctions (S/j), (55) deviendront respectivement 


(83) 


I 


_ F(£) 
JE F(3)' 


(84) 




et si elles conservent des valeurs finies, z étant infinie, ces valeurs 
seront les mêmes que celles des fonctions suivantes : 

- m^ 

-K(-f)Ri^-(-f)R5fj]- 

Donc l'expression, représentée par S dans le théorème i, sera de la 
forme 

(87) .i^-^-^o 

ou 

(88) ei — — iQ-^x^ij 

fo désignant la limite vers laquelle convergera la fonction 

m 
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ou 

tandis que s deviendra infinie, et ^, désignant la limite de la fonction 

, . I [?'{=) F'(-z)-\ 

Enfin, dans la formule (60), la fonction sous le signe ^sera 

et ne deviendra infinie, pour des valeurs infiniment petites de :;, que 
dans le cas où la fonction F(5) s'évanouira pour 5 = 0. Mais, dans ce 
clernier cas, si Ton désigne par n le nombre des racines de l'équa- 
tion (36) qui se réduiront à zéro, on aura, pour des valeurs infiniment 
petites de z [voiries Leçons sur le Calcul infinitésimal, p. 55 (*)], 

(93) TTir-"' 

Donc la formule (Go) donnera 


(94) 

et l'on aura 


V _ j' •gF'(5) I _ n 


(95) X-,f=:^+,f, 


X 


ou 


(96) \ — J=: - -j-^Jo-Hxi,; 


X 


n 


puis on en conclura 

(97) e' :=(|).'-5)-A. 


(») OEuvres de Caiichy, S. IJ, T. IV. 
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ou 


(î)8) e 


•-' 5 


^/^y^,x.t(j>4-^T,)^ 


(lelîi posé, on obtiendra évidemment, à la place du théorème I, Tune 
(les propositions que je vais énoncer. 

Théorème II. -— Soit F(:;) une fonction de z qui reste finie et con- 
tinue, ainsi que ses dérivées des divers ordres, pour toutes les valeurs finies 
de z. Supposons d'ailleurs que l'on ait résolu l'équation 

(36) F(3) = o, 

et que ses racines, rangées d'après l'ordre de grandeur de leurs modules, 
soient représentées par 

(38) X, fji, V, .... 

Soit enfin x une nouvelle variable distincte de 5. &, en attribuant au 
module r de la variable z des valeurs infiniment grandes, on peut les 
clu}isir de manière que l'expression 

devienne sensiblement égale à une constante déterminée j©» quel que soit 
le rapport -? ou du moins de manière que la différence 


(î)9) 


riz) 

¥{z) 


— rf 





reste toujours finie ou infiniment petite, et ne cesse d'être infiniment petite^ 
en demeurant finie, que dans le voisinage de certaines, valeurs particu- 

liéres du rapport - /, alors, en désignant par n le nombre des racines de 

l équation (3G) qui se réduiront à zéro, on trouvera 

X .r X 
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Corollaire L — Si, après avoir multiplié par F(S) les deux membres 
de la formule (loo)» on suppose \ infiniment petit, on aura sensible- 
ment, dans le second membre, 

(toi) ^^' ^ 


î'* I .2.3. . ./] 

Par suite, en prenant ^ = o, on tirera de la formule (loo) 

(.oa) F(-)=-('-x)(-^)('-v)"-^''-i:i:3^,- 

Si n se réduit à zéro ou à l'unité, Téquation (i 02) donnera simplement 

(io3) F(^) = (t- f ) (i- f) (i- f ) • • • e-rf. F(o) 


OU 


(.04) F(^) = ^(i-f)(i-^)(i-j)...e-tF(o). 

Corollaire II. — Si rf© s'évanouit, les formules (100), (102), (ïo3) 
et(io4) donneront respectivement 

F($) \l) /.-$ ^-ç v-4 
(.06) P(.)..-(._j)(.-f)(,_f)...-^^^, 

(.07) F(^) = (,-f)(.-^)(,-f)...F(o), 

(,08) F(x) = x(.-j)(.-^)(.-f)...F'(o). 

Théorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le thèorènu: 11, 
si l'on peut attribuer au module rde la variable z des valeurs infiniment 
grandes, choisies de manière que les expressions 

,„.> I rF'(5) F'(-g) -| 
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deviennent sensiblement égales à des constantes déterminées ,f o, #, , quelque 
soit le rapport -_ « ou du moins de manière que les différences 

, , I rf"'(-) F'(-5)-i .. 

^"«) ïïLfR-TF:7)J-''' 


restent toujours finies ou infiniment petites, et ne cessent d'être infiniment 
petites, en demeurant finies, que dans le voisinage de certaines f^aleurs par- 
ticulières du rapport - : cdors, en désignant par n le nombre des racines de 
V équation (36) qui se réduiront à zéro, on trouvera 

X XX 


Corollaire I. — Si, après avoir multiplié par F($) les deux membres 
de la formule (m)» on attribue à $ une valeur infiniment petite, on 
trouvera 

<'-) '(')= rS^-(-0('-^)(-î)-'''-**-*- 

Lorsque n se réduit à zéro ou à l'unité, c'est-à-dire lorsque l'équa- 
tion (36) n'admet pas de racines nulles, ou en admet une seulement, 
on tire de l'équation (i 12) 


(I i3) F(:r) ^[x- *|j (1- ^j [i^ Jj. . . e-^o^\-< F(o) 


ou 


(114) F(^) = a7(i- J)(i-^)(i- jy..e-^Vi-'^'. F(o), 

Corollaire II. — Si §^ et ^, s'évanouissent, les équations (m), 
(112), (ii3), (ii4) se réduiront aux formules (io5), (106), (107), 
(108). 
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Appliquons maintenant les diverses formules ci-dessus établies à 
quelques exemples. 

Exemple I. — Supposons d'abord 

{ii5) F(5)=:sin^. 

Alors Téquation (36), ou 

(ii6) sin5 = o, 

offrira une seule racine nulle et une infinité de racines réelles, les unes 
positives, les autres négatives, savoir 

ÎjSz^TT, Zz=z2rC, jSrrSîT, ..., 

5^=— TT, JS = — 27r, Z=: — StT, ...; 

mais elle n'admettra point de racines imaginaires [voir le 1*^*^ Vo- 
lume, p. 297 (*)]. De plus, l'expression (90) s'évanouira, et l'expres- 
sion (91)» réduite à 

(118) : > 

deviendra infiniment petite, si l'on attribue au module rde la variable:; 
des valeurs de la forme 

(2/14-1)71 

("9) ^= ^ ' 

n désignant un nombre entier infiniment grand. Cela posé, le théo- 
rème III sera évidemment applicable à la fonction F(5) = sins; et la 
formule (ii4)» réduite à l'équation (108), attendu que les constantes 
.fo» ^i s'évanouiront, donnera 

ou, ce qui revient au même. 


• • • • 


(«) Œuvres de Cauc/if, S. II, T. VI, p. 354- 


I ORuvrea de C, — S. II, t. IX. 


3o 


234. 
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sin^ 


Il est bon d'observer que Ton pourrait encore déduire la formule (120) 
ou (121) du théorème II et de Téquation (107), en prenant F(:î) = 

Exemple IL — Supposons en second lieu 


(122) 


F(5) =C0S5. 


Alors l'équation (36), ou 

(123) 


C0S5 r=0, 


admettra une infinité de racines toutes réelles et différentes de zéro, 
les unes positives, les autres négatives, savoir 


- > 
2 


Stt 


OTT 


(124) 


TT 


37: 


571 


De plus, l'expression (90) s'évanouira, et l'expression (91), réduite à 


(125) 


sin^ 


deviendra infiniment petite, si l'on attribue au module r de la variable 
des valeurs de la forme 


(126) 


r — /j t:, 


n désignant un nombre entier infiniment grand. Cela posé, le théo- 
rème III sera évidemment applicable à la fonction F(5) = cos:;; et la 
formule (ii3), réduite à l'équation (107), attendu que les constantes 
.fo, i^ s'évanouiront, donnera 



127) cos^ = (i )('"' *'* 


ou, ce qui revient au même, 


2;r\ / 2.r\ / '^^\ ( ^'^\ 
37r/\ 37r/\ 5t:/\ 5?:/ 


(128) 


COSO? = I 


71- / \ 97tV \ 25 TT*/ 


, ' 
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On peut, au reste, déduire la formule (127) ou (128) de la for- 
mule (120) ou (121), en remplaçant x par x. 

Exemple III, — Soit 
(129) F(5) = sin5 — sina, 

a désignant une constante arbitrairement choisie. L'équation (36), ou 

(i3o) sin2 = sina, 

admettra une infinité de racines réelles, savoir 

(■30 

\ Z:=: — a — TT, 5 = a — 2 77, Z =i — a — OTT, .... 

De plus, si Ton attribue au module rde la variable z des valeurs infi- 
niment grandes, mais sensiblement distinctes de celles qui corres- 
pondent aux racines dont il s'agit, les expressions (90), (91), ou 

, „ . sinacos:; 

(l32) 


(i33) 


(sin5 — siiia) (sin^ -+- sina) 
sins ces .3 


i;(sin^ — sina) (sins -h sina)' 


resteront toujours finies ou infiniment petites, et la première ne ces- 
sera d'être infiniment petite, en demeurant finie, que dans le cas où 
le coefficient de ^— i dans z sera sensiblement nul, et le rap- 
port" sensiblement égal à d: i. Cela posé, le théorème III sera évi- 
demment applicable à la fonction F(5) = sins — sina; et la for- 
mule (ii3), réduite à l'équation (107), attendu que les constantes Jq, 
é?, s'évanouiront, donnera 

sina \ a)\ r^-\-a)\ T:—aJ\ 2;r-ha/\ 271- a/ \ 37:-l-a/\ 3::-— a^ 

ou, ce qui revient au même, 

sina— sinj: _ a — x tt' — (j? -f- a)' ^t:^~{x — a)^ 971*— (j? h- a)' 


(i35) 


sina a t:*— a* (^n^—a* 97:*— a* 


(i37) 
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Comme on aura d'ailleurs, en vertu de la formule (121), 

(i36) s\na=za 5 — . , — z — •••> 

on tirera des équations (i35) et (i36), multipliées l'une par l'autre, 

sinj7— sin« _ tt*— (a?-Ka)' 4^' — («^ — «)' Qît*— (^H-a)* ^Stt*— (a? — g) * 

On pourrait, au reste, déduire la formule (137) des équations (121) et 
(127) réunies à la suivante : 

i38) sina: — sina = 2sm cos • 

a 2 

Exemple IV. — Soit encore 
(189) F(5) = cos-s — cosa. 

L'équation (36), ou 

(i4o) coss = cosa, 

admettra une infinité de racines, savoir 


(i4i) 


5_a, 

z a -h 2 7r, 

5 an- 471, 

5 = a -4- ÔTT, 


z a — 21:, 

z a— 4îr, 

-5 — a — 67:, 

5=— a, 

5 — — a-t- 27r, 

^ — — a -h 4îrf 

5=^— a -+-671, 


• • • f 


• • • » 


• • • > 


«m — a — 2 71, 51= — a — 47f» -5= — a — 67:, 


De plus, l'expression (90) s'évanouira, et l'expression (91)1 réduite à 


(142) 


-5(cos5— cosa) 


deviendra infiniment petite, si l'on attribue au module r de la va- 
riable z des valeurs infiniment grandes, mais sensiblement distinctes 
de celles qui correspondent aux racines de l'équation (i4^)- Cela 
posé, le théorème III sera évidemment applicable à la fonction 
F(5) = C0S5 — cosa; et la formule (ii3), réduite à l'équation (107), 


USAGE DU CALCUL DES RÉSIDUS ETC. 237 

» 

attendu que les constantes ^o» ^i s*évanouiront, donnera 

cosa— cosa?__ / _£;^\r a?* If x^ If x* 1 T x^ 1 

^'^^ cosa-i ""V «^/L''"(2Tr-a)*JL" (27r -h «)*][' (47r - a)«JL'"" (47r-hfl)«J *" 

OU, ce qui revient au même, 

,, cosj? — cosa g» — x^ (27r — g)* — x^ (27:4- a)*— .r* (4?: — a)' — j?* (47^-+- «)* — -^^ 

,,^^1 . j^a ^ ô* (271 — a)' (27: -+-«)' (47r — a)* (47r -+-«)* '* 

Comme on aura d'ailleurs, en vertu de la formule (120), 

, ,tr^ ' o a 27r — a ^Tz '\- a (\t: — a47r-+-a 

(i45) sin - = -î-7 7 • • -y 

2 2 27r 271 4îr 47: 

on tirera des équations (i44) et (i45) 

(146) cosx — cosa = ^ — '-^ ^^ — '- — — 7y-4i --^ — 77-~ 

a (271)* (271)' (47r)* (47C)* 

On pourrait, au reste, déduire la formule (i46) de l'équation (121) 
réunie à la suivante : 

(147) cosa — cos:c = 2sm sm • 

'' 22 

Les formules (120), (127), (137), (i46) subsistent pour des valeurs 
quelconques réelles ou imaginaires de la variable x et de la con- 
stante a. 

Si, dans l'équation (121), on pose successivement x= -9 x= jj 

on obtiendra les deux formules 

,Q 7r 2.2 4-4 6.6 8.8 10.10 12. î2 

(I40) — — — « 5—? z — 5 • • •> 

2 1.3 3.0 0.7 7.9 g.n II. i3 

, . ^ _ 4-4 8.8 12.12 

dont la première a été donnée par Wallis, et l'on en conclura 

/ c V /- 1.3 5.7 9. Il 

(l5o) V^2= r-i" 

^ ' '^ 2.2 6.0 10.10 
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Si, dans les formules (121), (128), (i4(>). on remplace x par xyj— i, 
on en tirera 

(.5.) ,x_,-x=,^(,^g)(^.+ ^)(,^^)..., 

(.5,) ,.^e-«=a(.+ ^)(,-H^*)(.-.^).... 

(.53) «._acos« + e- = (a«+x.)(^I^:^±^' (lIL^-ll^tf! (4ir-^_t^» lA^-T^^'^nf: 
^ ^ ^ ' (27:;* (27:)' (4îr) Uî^j 


Si, dans l'équation (120), on remplace la lettre j?: i** par j?-hj/^; 
2® par X —ysj— i , y désignant une nouvelle variable indépendante 
de Xy les deux formules qu'on obtiendra, étant multipliées l'une par 
l'autre, donneront 

(,o4) ^ =(,.^^.)___^ ___. ___J1____^.... 

En opérant de la même manière, on tirera de l'équation (127) 

... g*y-h a cos 2 ,r -h g-'y _ (tt — a j:)* -h ( a.v)* (7:-^aj:')*-i-(2^)* (3îr — aa?)'-4-(ar)* (Sr-h aj:)*->-(3 v)^ 

Au reste, les formules (i54) et (i55) peuvent être aisément déduites 
de l'équation (i53). 

Si, dans l'équation (137), on remplace : i** x par x-i-yy/— 1 et a 
par a -h b y/— i; 2^ x par x --y y/— 1 et a par a — byl—i^ les deux 
formules qu'on obtiendra, étant multipliées l'une par l'autre, donne- 
ront 

(i.'>b) < 

\ """ TT* ^* (27:)' (371)' 

En opérant de la même manière, on tirera de l'équation (i4^) 

[(e^-h e'-y) cosj^— {e**-\- e-^) cos«]'-f- [(<?>*— e~y) smœ — (e*— g-^) sina]* 

(1J7) < 

i _ (2 7: -h j: — g)*-l- ( y — />)* (27:— .r-h<?)*-4 - ( r-4^^)« (^r — j^-he7)*-4-(7— />)• (2r-4-x-ha)*-h ( v -/'i* 
\ "~" (27:)* (27:)* (27r)* (27:)* 
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Dans les applications que nous venons de faire des théorèmes II et III, 
les constantes, précédemment désignées par ^o» ^i» s'évanouissent, et 
les racines de l'équation (36) sont inégales entre elles. Ces mêmes ra- 
cines deviendraient égales deux à deux, de manière à coïncider avec 
Tune des valeurs de s comprises dans les séries 

(3r=0, 5=i:Q7r, 5=r47r, ^-^ÔTT, ..., 

si Ton supposait 

(iSg) F(3) =- I — coss; 

et alors on tirerait de la formule (ïo6) 


(i6o) I-— cosj: 


"" 2 \ 271/ \ 27:/ \ 4îî/ \ 4^/ 


ou, ce qui revient au même, 

X* I or* W x^ \« 
(.6.) ,_cos.;=-(^.-^— ,j (^,-_.j.... 

Au reste, on déduit immédiatement l'équation (i6i) de la for- 
mule (i46) en faisant évanouir la constante a. 
Si l'on prenait 

(162) F{5)=:C=— I, 

l'équation (36), réduite à 

(i63) e-^\ ou <5z=|(i), 

offrirait pour racines les divers logarithmes népériens de l'unité, sa- 
voir 

l Zz=iOy 5 — 27rV^— I, Z^=^!\'K\J — I, 5 — ÔTTV^— I , ...» 

('^4) 

\ 5=: — 2 7rv — I, z-=i — 47rv— I, 5 = — 67: y — i, .... 

Alors aussi l'expression (90) deviendrait 

(i6o) - -:: h -ri ) = -J 

' 2 \e- — I e* — 1/ 2' 
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et, pour faire évanouir l'expression (91). ou 

(.66) ±(^ — :^:i-) = ±L±rl, 

2Z \e* — I e — — 1/ 2 5 i — e~* 

il suffirait d'attribuer au module r de la variable s des valeurs de la 
forme 

(167) r = ^ —-L-, 

n étant un nombre entier infiniment grand. On trouverait donc» par 
suite, 

(168) ^o = i, 5?i = o; 

et Ton tirerait de la formule (i i4) 

(.69) e'-^=œ{^ + ^^(^^^^{^^^^..J'. 

Au reste, on déduit immédiatement l'équation (169) de la for- 
mule (i5i), en remplaçante? par ^x. 
Si Ton prenait 

(170) F(5) = et*^>'— «(--«)•, 

a désignant une constante réelle, Téquation (36), réduite à 

serait vérifiée toutes les fois que Ton poserait 


OU, ce qui revient au même, 


. m: I — 


n étant un nombre entier quelconque. Par conséquent, cette équation 
offrirait une racine nulle et une infinité de racines imaginaires coni- 
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prises dans les séries 


TT / 2 71 I ÔTT / 

y 'la 2 a 2 a 

{17a) i 

i TT y 27: / 87: / 

\ 2a^ 2a* aa'^ 

De plus, Texpression (90) s'évanouirait, et Texpression (91), ou 


5 1 — €' 




se réduirait sensiblement à 2 pour les valeurs de >s dont les modules 
seraient de la forme 

(174) ^-- 4a ^ 

/ï désignant un nombre entier infiniment grand. On trouverait, par 
suite, 

{175) ^0=0, ^1=2, 

et l'on tirerait de la formule (i i4) 


TTV— i/\ 27:v--i/ \ 27rv/— 1/ 


2aj? 

TTV^— I 



OU, ce qui revient au même, 

« 

11 suffit, au reste, pour obtenir l'équation (177), de remplacer, dans 
la formule (i5 1), x par 2a;r, et de multiplier ensuite les deux membres 
de cette formule par e^*-^\ 

Les diverses formules que nous avons tirées des équations (100) et 
suivantes coïncident avec des formules déjà connues, ou s'en dédui- 
sent facilement. Pour obtenir des formules nouvelles, supposons 
maintenant 

(178) F(5) = sin5 — az cosz, 

0Eu9re» de C. -r S. Il, t. IX. 3l 
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a désignant une constante réelle. L'équation (36), réduite à 
(179) lang5 = a5, 

offrira une racine nulle et une infinité de racines réelles, deux a 
deux égales, mais affectées de signes contraires {voir le I*'" Volume, 
p. 3oo) (*). De plus, l'expression (90) s'évanouira, et, pour faire 
évanouir l'expression (91), ou 

, o V î (i — a) C0S5 H-a5sin5 

(100) -, > 

z sm5 — a^cos^ 

il suffira d'attribuer au module r de la variable z des valeurs infiniment 
grandes, mais sensiblement distinctes de celles qui correspondent aux 
racines de l'équation (179). Cela posé, si l'on désigne par db X, ± [jl, 
±: V, ... les racines de cette équation, on aura, en vertu du théorème III 
et de la formule (108), 

(181) sinx~axcos^==(i--a)n--|jWi — ^Wi—^j.... 

Supposons encore 

(182) F(-5) ^=(5'-h 6)sin5 — a5C0S5, 

a, b désignant deux constantes positives, et ces constantes étant choi- 
sies de manière que l'on ait 

(i83) h<a. 

L'équation (36), réduite à 

(i84) lang5=^^^, 

offrira une racine nulle et une infinité de racines réelles, deux k 
deux égales, mais affectées de signes contraires {voir le I**" Volume, 
p. 3o6) (^). De plus, l'expression (90) s'évanouira, et, pour faire 
évanouir l'expression (91), ou 

I (a -+- 2)5 sin-s -4- (5'-h ^ — a) cos-3 


(i85) 


(s* -H h) sin5 — az coss 


(») Œuvres de Cauc/if, S. II, T. VI, p. 358. 
(«) Ibid., p. 364. 
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ii suffira d'attribuer au module r de la variable z des valeurs infiniment 
grandes, mais sensiblement distinctes de celles qui correspondent aux 
racines de l'équation (i84). Cela posé, si l'on désigne par =t X, dz (x, 
±:v, ... les racines de cette équation, l'on aura, en vertu du théo- 
rème III et de la formule (io8), 

(i86) (x*4- h) sinj? — aa:cosa? = i^h — a)x( *■— tt)(ï î){' i") 

Supposons enfin 

(187) F(5) = (e-4- e--) C0S5 — 2. 

L'équation (36), réduite à 

(188) (e=-h «--) C0S5 -= 2, 

offrira quatre racines nulles. De plus, comme on tirera de cette équa- 
tion 

t i -f 

/ Q N . ^ . /i — cossV e*— e « 

(189) lang-=:±: =:±-r r> 

^ ^' ®2 \l-hC0S5/ î -i 

elle admettra encore, en vertu des principes établis dans le I*** Volume 
(p. 309 et 3io) (*), une infinité de racines réelles qui, prises quatre 
à quatre, seront de la forme 

(190) - = Ç, s = — Ç, Z = X,\[^, zz=l—t,^f^\, 

^ désignant une quantité réelle. D'autre part, l'expression (90) s'éva- 
nouira, et, pour faire évanouir l'expression (91), ou 

I (e- — e--) coss — (e*-4-c--)sm;5 

{191) —i > 

^ z {e-'—e — )cos<5 — 2 

il suffira d'attribuer au module r de la variable z des valeurs infiniment 
grandes, mais sensiblement distinctes de celles qui correspondent aux 
racines de l'équation (188). Cela posé, si l'on désigne par itX, db (ji, . .. 
les racines réelles de cette équation, on conclura de la formule (106), 

(«) Œuvres de Cauc/if, S. H, T. VI, p. 36;, 368. 


• • • • 
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en posant /i = 4» 

(192) a - (e^-f- e-*) cosx = ^ ^1 4- -^ (n- ~^ (i 4- J- ) 

Revenons maintenant à la formule (67), et prenons pour ((s) une 
fonction entière du degré m, qui ne s'évanouisse pas avec la variable:;; 
en sorte qu'on ait 

(igS) f(5) = «0^'"-^ «i5"*""*-4- aj5'*-*-+-. . . 4- «m-i^ ■+• a«„ 

00, a, y ..., ^m-it ^m désignant des coefficients dont le premier et le 
dernier différent de zéro. On trouvera 




-f-(m — i)a,^'«-'s*-{-. . .-!- 2a„t^fTz'"-'^'^ ^m-i^ 


m 


puis on en conclura, en attribuant à s des valeurs très considérables. 


(193) 




j: 




Cela posé, les fonctions (54)» (55) deviendront respectivement 

l ^A < 7-LfT^) F(-5)J' 

et, si elles conservent des valeurs finies, z étant infini, ces valeurs 
seront les mêmes que celles des fonctions suivantes : 


(•98) 


«m F(3)' 


t.ru.\ «m- rP'(-) ■ F'(-5 n . aa„,-,a^-ff!L., r F'(c) ¥'{- z)! 
^'99^ aa„LF(') F(--)J aai.s Lf(;;) F(-5)J 
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Donc l'expression, représentée par ê dans le théorème I, sera de la 
forme 

(87) ^=-^, 

ou 

(88) .f = _^,_ar^„ 

^« désignant la limite vers laquelle convergera généralement la fonc- 
tion 

(>00) _ ?m^ F(£) 

^ ' a« F(;;) 

OU 

,.^,\ a„_. rF'(a) F(-l)1 

tandis que z deviendra infini, et i^ désignant la limite de la fonction 

(^^^> ï<^ VYIT) "" FV^J • 

Enfin, dans la formule (62), la fonction sous le signe £, deviendra 

. .. -^('-mj^x^--- m F'(.) 

(^®^) ;r^^ T 'KvTX' 

et ne pourra s'évanouir, pour 2 = 0, qu'autant que la fonction V{z) 
s'évanouira elle-même. Mais, dans ce dernier cas, si l'on désigne par 
n le nombre des racines de l'équation (36) qui se réduiront à zéro, on 
aura, pour des valeurs infiniment petites do z^ 

(93) W=" 

Donc, la formule (61) donnera 

(204) ^=x<î^('+--->-F(^(ÛW = -^' 


\ 
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et Ton aura 

(2o5) x-^= — -h^c 


X 


ou 


(206) X — ^=: h^fo-^-a?^!, 

puis on en conclura 

(207) e^ =(jy\("l)^. 


ou 


(,08) /'•'-""= (|)-%"-^*^'-î**.). 

Si, pour des valeurs infiniment grandes, mais convenablement choi- 
sies, du module r de la variable 2, les expressions 

(on JL P'ii) _ !::(z:^i 

^9^'^ 2zlF{z) F(-^)J 

s*évanouissent, on pourra en dire autant des expressions (201), (202). 
Alors, les coefficients cfot ^i étant réduits à zéro, on tirera de la for- 
mule (208) 

(209) e ^ ~(?) ' 

et Téquation (67) donnera 

Si maintenant on attribue à \ une valeur infiniment petite, on aura 
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sensiblement 

5'* a'» 1 . 2 . 3 . . . /i 


(2ia) 




et, par suite, Téquation (210) deviendra 


(ai3) 


Ali !w aA - («Py-')" r i.Q.3.../i i^ /a:\p/a;\ p/£\ 
f(o) f(o) f(o)'""- j?-« L F^'^^o) J V«y \P/ \y/ 


Lorsque la fonction F(5) ne s*évanouit pas avec 5, la formule (61) 
donne simplement X = o, et l'équation (2i3) doit être remplacée par 
la suivante : 


*••••• 


f(o) f(o) f(o) F(o) F(o) F(o) 

Si, au contraire, la fonction F(z) s'évanouit avec 5, mais de manière 
que l'équation (36) offre une seule racine égale à zéro, la formule (21 3) 
donnera 

,.„, <i)<i)l!) _ ^ !(|) !(il !(!) 

^ ^ f(o) f(o) f(o)'"^ x'» F'(o) F'(o) F\o)"" 

Les diverses formules que nous venons d'obtenir supposent que la 
fonction entière f(j5) ne devient pas nulle pour 5 = 0, c'est-à-dire, en 
d'autres termes, que la constante 


(216) f(o)=ia 


//( 


diffère de zéro. Si cette constante s'évanouissait, les expressions (200) 
(201), (202) deviendraient infinies, ainsi que les coefficients .fo, rf, et 
les fractions comprises dans les premiers membres des formules (21 3), 
(2i4)f (2i5). Observons d'ailleurs que, a, p, y, ... étant les racines 
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(le Téquation (35), on tirera de la formule (igS) 

(a.7) . f(.) = a„(.-f)(.-^)(,-?)... 

et, par conséquent, 

î!l=(-:)(-î)(-^)-- 

Pour montrer une application des formules qui précèdent, prenons 

(ii5) F(5) = sin-s. 

Alors, ainsi qu'on Ta déjà remarqué, l'expression (90) s'évanouira, 
et l'expression (91) deviendra infiniment petite, si l'on attribue au 
module r de la variable z des valeurs de la forme r = wTt, n dési- 
gnant un nombre entier infiniment grand. Cela posé, on tirera de la 
formule (21 5) 

^ ^ i(o) l(o) f(o) f(o) a;"* a p y 

OU, ce qui revient au même. 


_ X'^ \ 71 / \ TT/ \27r/ \ 271/ \37r/ \ Ztz) 


XXX 

(220) sin-sin^sin =:— ^ 1 r / m» rrr ni — - 

Au reste, on peut encore déduire la formule (220) : 1° de l'équa- 

tion (214)» en prenant F(5) = — ^; 2® de l'équation (120) combinée 
avec la formule (217). 

Dans le cas particulier où la fonction entière f(5) a pour dernier 
terme l'unité, on trouve 

(221) f(o)--i, 

et la formule (220) donne simplement 


,,,3, .„ ^, .„ t .„?...= ,i^ r( ; ) r( - î) r(^) r(- i) ,(^) r(- ^) 


X , X . X X^ of x\ «/ X 

— s\n~a~ sm = — ô 1( - 

a p y apy ... \ 7: 


• • • • 
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Si, dans les formules (220) et (223), on remplace x par r.Xy on en 
tirera 


l^^) 


ï{x){{~x 


, '(?) <- ?) <î) '(- î) 


[«Xo)]« 


ll(o)]' 


Li(o)]* 


aj3v... . Tzx . Tt.r . r.x 
-^--- sm — sin-7â- sm — 


et 


,,,5, f,.)„-.,f(î)r(-f)f(|)f(_,|)...=$^s„/^.„^%,„^ 


Si, pour fixer les idées, on suppose 


(226) 

on pourra prendre 


f{x) ^= x* — 2jr cos^ 4- I, 


(227) 


a = cos 9 4- v'— * sin 9, (3 =r cos — v'— i sin Ç, 


et Téquation (22:>) donnera 


(2'28) 


((1— 2X*C0S2Ô-i-J:*)l— 2/-jcOS2&4-(~j I— 2/^jC0S2^4-(^) 


/ 


ç51M-8inÔ_ 2COS(2 7rJ7COS0) -4- e-*^*»»nO 


47:*x* 


Supposons encore 

(229) F(w)=:COSC. 

Alors on tirera de la formule (214) 


f 


(230) 


{")'{-") '{m '{-n) 


f(o) f(o) f(0) 


■3? ûC X 

,., , • • •= COS — COS -xCOS 

1(0) (X ^ y 


si l'on a, en particulier, f(o) = 1, on conclura de Téquation (23o), en 
y remplaçant x par 


T.X 


(.31) f(x)f(-ar)r(|)f(-| 


Ar/'^'\i-/ '''\ 7:.r Tx T.r 

3/ \5/ V 0/ 2a 2^ 2y 


Ainsi, par exemple, si la fonction f(j:) est déterminée par la for- 

OEnvres de C, — S. H, t. IX. 3:^. 


250 USAGE DU CALCUL DES RÉSIDUS ETC. 

mule (22G), on aura 

(?.32) < û 


4 


Supposons encore 


I 


(.33) ^(")^V:r='-T±3^ ..a.~3.4.5 — ••' 

(z)^ désignant une quelconque des deux valeurs de / propres à vérifier 
la formule 

(234) /« — 5— o. 

Les racines X, [jl, v, . . . de Téquation (3G) seront évidemment 


(235) 5=71*, 3— 47:', ^ = 97:', 5 = 257:', 

et, par suite, la formule (21/1) donnera 


• • • ♦ 


f 


^"•"^ l(o) fio) f(o) •••- i 1 1 V 

lï) (?) (7) 

Si, dans cette dernière, on remplacer? par t.^x^ on en tirera 

.1. i .1 

,,, £(5) 11)^(11 - ""K«)' ^'"Kiy ""K'f)' 

^^^7) ,(^y f(-oy f(o) ••■- i , -1 i ••• 

H«) Ki) K7) 

si d'ailleurs f(o) se réduit à l'unité, on aura simplement 

/ \ / V sinTrf*^) sinTr(^) sin7r(-) 

(,38, ,Mr(t)f(j)...= — iii— ^^/-— W--- 

^' .(:)■■ .(j)' .(^y 
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Ainsi, par exemple, en prenant successivement 

f(x) = i4-^, f(j:) = H-j:', ..., 

on trouvera 


,.39) (. + ,)(, + !)(.+£) 


sin7r(^')* v' — ' 


7:(j:)^V^— I 


i2»o) (i-1-j:*)(h- 


<--$)h7)-= 


-["^.^rl'K"^'-»*] 


71* j: 


puis on en conclura, en remplaçant x par x^. 


(^iO 


gfiX p-~lZX 


(1^2) d + J»») 1 + 




La formule (241) s'accorde évidemment avec la première des équa- 
lions (i5i). 

Supposons enfin 

(:i43) F(S)=:C0S(5)^=I~-- -h — -.-. -.... 

1.2 1.2.3.4 

Les racines X, [jl, v, . . . de l'équation (3G) seront évidemment 

/^^r^ .— "^^ ._97r' . 2571* 

(244; w — -7- ï « — -7— > w .::= — 7 — ) • • • 

14 4 


et, par suite, la formule (21/1) donnera 


(2.Î5) 


VttV \97rV \257r*/ /^\« (xy (xY 

,., / ;.; , ^7— = cos - cos -^ ces - 

l(o) 1(0) f(o) \(xl Vi^/ \y ^ 


. • . • 


TZ^X 


Si, dans cette dernière, on remplace x par ^? on en tirera 

4 


('■i^6) 


H^) \9/ \25^ '^'(^'^y T.ixy r.ixy 

TT-; f/ X -TT- — CCS- - C0S-( -^â ) C0S-( - .. 

f(o) f(o) Uo) 2\a/ 2\P/ u^y/ 
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Si d'ailleurs f(o) se réduit à l'unité, on aura simplement 

Ainsi, par exemple, en prenant successivement 

f(j:') m -ha*, f( j:) = i -h x*, ..., 

on Irouv era 


• • « • 


X^\ / X 


(,49) (' + -')('+^j(^> + ,. 


puis on en conclura, en remplaçante paro?*. 




■ï 1CX - r TTX 




Concevons maintenant que les fonctions f(-)f F(-). cessant l'une el 
l'autre d'être entières, soient déterminées par les formules 

1 

(^52) .f(5) = C0S(5)', 

1 

/ -IX 17/ X sin(3)* 

Alors les racines a, p, -j^, ...; X, pi, v, . .. des équations (3j) et (36) 
coïncideront avec les valeurs de :; comprises dans les séries {'i\\^^ 
(2'1)). De plus, l'expression 




1 
\ J 


(?)*•<=' «(?)' 


41 - ) cos| -_ 


(5)'sin(5)« -J 


s'évanouira généralement, si l'on attribue au module r de la variable :; 
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(les valeurs infiniment grandes, mais sensiblement distinctes des ra- 

cines de Téquation sin(5)'' = o. On pourra donc prendre, dans le 
théorème I, ^ = o. Enfin, comme l'expression (254) s'évanouira 
encore, pour des valeurs infiniment petites de z tellement choisies que 

les valeurs correspondantes du rapport - différent sensiblement de 

1 

celles qui vérifient l'équation cos(^ j =0, on aura, d'après ce qui 

a été dit ci-dessus (voir le corollaire II du théorème I), X==o; et, par 
suite, l'équation (78), réduite à la formule (81), donnera 

sm — sm ^— sm ■=— 

, ^^^ X X X 7t OTT DTT 

( 2 J.J ) COS — COS — COS t; • r= 

TT 2 71 OTT IX IX IX 

TT 37r 5?: 


Si, dans la formule (255), on remplace x par — » on en tirera 


3. «3? - . X 
sin TT 5 sin V 
, ^^, XXX %\x\x 6 5 

(2j6) COS — ces -7- ces -77 • • •= 

2 4 t) XXX 


•••; 


puis, en écrivant j? y/— i au lieu de Xy on trouvera 

1 I 1 I 1 1 1 t 1 1 

-.r — î-*' r-** ""î-** ;•*' ~ i-*" '■'' — •'' i^ — ~x 

> ^ ^ e* -h e * e^ -\- e ^ c'-Hc* e* — e-' e* — e * e* — e * 

' ' 2 2 2 2X2 2 

Ajoutons que, si l'on pose j7 = i, on conclura des formules (25G) 
et (257) 

(208) cos - ces 7 cos^'«' = sinT .3sin ^«5 sin^' • • 

2 >4 O 

et 

1 _i .1- _i 1 _i 1 _i 1 .1 

(25q) . . . = 6 5 • • • • 

^^2 2 2 2 2 2 

Si l'on diff'érentiait, par rapport à x^ les deux membres de l'équa- 
tion (25G), ou plutôt leurs logarithmes, on serait immédiatement 
ramené à la formule (3i) du précédent article. 


SUR LES 


CORPS SOLIDES OU FLUIDES 

DANS LESQUELS 

LA CONDENSATION OU DILATATION LINÉAIRE EST LA MÊME EN TOUS SENS 

AUTOUR DE CHAQUE POINT. 


(Concevons qu'un corps solide ou fluide vienne a changer de forme, 
el que par l'effet d'une cause quelconque il passe d'un premier étal 
naturel ou artificiel à un second état distinct du premier. Rapportons 
tous les points de l'espace à trois axes rectangulaires, et supposons 
que le point matériel correspondant aux coordonnées x^ v, - dans le 
second état du corps soit précisément celui qui, dans le premier état, 
avait pour coordonnées les trois différences 




Si l'on prend x, y, z pour variables indépendantes, 5, yj, X, seront des 
fonctions de x,y, z qui serviront à mesurer les déplacements du poinl 
que l'on considère parallèlement aux axes des coordonnées. Soient 
d'ailleurs r le rayon vecteur mené dans le second état du corps d'une 
molécule m à une autre molécule très voisine m\ et a, p, y les angles 
formés par le rayon veieteur r avec les demi-axes des coordonnées posi- 
tives. Si l'on désigne par 


/• 


I -h£ 


la distance primitive des deux molécules //î, m\ la valeur numérique 
de e sera la mesure de ce que nous avons nommé la dilatation ou con- 
densation linéaire du corps suivant la direction du rayon vecteur r, sa- 
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voir, de la dilatation linéaire si e est une quantité positive, et de la 
condensation ou contraction linéaire dans le cas contraire. Cela posé, 
on aura, en vertu des principes exposés dans le 11*^ Volume [p. Go 
ot suiv. (*)], 

( =: cosflt— ^ cosa— ^cosp— ~ cosy ) 

\H-Ê/ \ dx dy ^ dz ') 

(I) ' 4./cosi3-^cosa-^cos(î- — cosyj 

puis on en conclura, en admettant que les déplacements Ç, yj, X, soient 
très petits, 

l £= ^cos'a-f- -.— cos*p-h "T- co8-y 
\ dx dy ^ dz ' 

(•0 ' 


(&n dX\ ^ {dK dc\ (dl dri\ 


ces a cos i. 


Or on peut demander quelles conditions doivent remplir ^, y], ^, consi- 
dérés comme fonctions de x, j, z, pour que la condensation ou dilata- 
tion linéaire du corps reste la même en tous sens autour de chaque 
point. Tel est l'objet dont nous allons maintenant nous occuper. 

Soient £', s", £* les dilatations linéaires mesurées parallèlement aux 
axes des a?, y, z. On aura, en vertu de la formule (2), 


dx 

ày 

dz 


En supposant ces dilatations linéaires égales entre elles, on obtiendra 
la condition 

,^. dl _ dn dZ 

^"^^ dx-oy-dz' 

et par suite l'équation (2) donnera 

, /dn (JÇ\ ^ ^/d^ di\ (dl dr^\ ^ 

'' ''='''^\Jz'^Tyr''^^''''^^^-^\Tx'^T^^^^^ 

(») Œuvres de Cauchj; S. U, T. VU, p. 82 et suiv. 
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Donc, si la dilatation linéaire £ reste constamment égale à &'» on aura, 
pour des valeurs quelconques de a, {3, y, 


,., (d-n . d^\ ^ /(^: dl\ (d\ dn\ . 


En posant successivement, dans la formule (5), a= -, p = ^, y = - 


t: 

2 

on en tire 


az oy dx dz ay âx 

Ainsi, pour que la valeur de e devienne indépendante des angles a, p, 
y, il est nécessaire que les déplacements $, y], Ç, considérés comme 
fonctions de œ, j, z, vérifient les conditions (3) et (6). Réciproque- 
ment, si ces conditions sont vérifiées, £ sera indépendant des angles a, 
f!. Y» <^t Ton tirera de la formule (2) 

_ dl _ dn _ dK 

Il est facile de s'assurer que, dans le cas où les conditions (3) et (G) 
sont vérifiées, la distance e se réduit à une fonction linéaire de a:, j, z. 
En effet, concevons que l'on différentie la première des équations (G) 
par rapport à x, la deuxième par rapport à j, la troisième par rapport 
à Zy on trouvera 

az ax ox oy ox oy oy ôz oy oz oz ox 

et, par conséquent, 

, , à'^l a'r) d*C 

^ , <//</^ ozox 0x0 y 

puis, en différcntiant la première des équations (9) par rapport à x^ la 
deuxième par rapport à j, la troisième par rapport à 5, et ayant égard 
à la formule (7), on obtiendra les suivantes : 

f)»£ d^t âU 

(10) -— r- = O, — — -=0, ^r- = O. 

dy oz ôz ox ôx oy 
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Au contraire, si Ton différentie deux fois de suite la première des 
équations (6) par rapport aux variables y et r, la deuxième par rap- 
port aux variables z et a?, la troisième par rapport aux variables x et r, 
et si Ton a toujours égard à la formule (7), on trouvera 

puis on en conclura 

, . d^B â*£ d*s 

Or on tire des formules (10) et (12) 

<■'> <è)=- "(!)=»• iih"- 

et, par conséquent, 

, ,. ds as , de 

(i5) dzzn adx '\- bdy -\- cdzy 

(16) i=zax -\-by -^ cz-^- k^ 

a, b, c, k désignant des quantités constantes. On peut donc énoncer la 
proposition suivante : 

Théorè31E. — Si un corps solide ou fluide vient à changer de forme, de 
manière que la condensation ou dilatation linéaire reste très petite et soit 
la même en tous sens autour de chaque point, cette dilatation ou conden- 
sation ne pourra être qu'une fonction linéaire des coordonnées a?, y, z. 

La valeur de e étant déterminée par l'équation (16), on déduira sans 
peine les valeurs de $, y] et Ç de la formule (7) combinée avec les 
équations (6); et, comme celles-ci donneront 

^_<)*$____ d£ _____ d^l _ 

Œuvres de C, — S. U, t. IX. 33 
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on trouvera 

/ ç =(ax-^ by -h cz -h k) or — \a{x^ '^- y* -\- z*) -{- hy — gz -+- /• 
(i8) < tî = (aj7-+- ô/-hC5-4- A:)>' — Jô(j7»-i-j^»-!-s*)-4-/- — hx -\- m^ 
\ Ç =:(a^-h by-hcz -h Ar)5 — Je (x* 4-^*4- s») -^gx — fy-^- /i, 

/» g^ h, /, m, /i désignant encore des quantités constantes. 


SUR DIVERSES PROPOSITIONS 


I 

' ttELATIVES 


A L'ALGÈBRE ET A LA THÉORIE DES NOMBRES. 


Des recherches entreprises sur la résolution des équations binômes 
m'ont conduit à reconnaître qu'il existe des relations dignes de re- 
marque entre les quantités désignées dans la théorie des nombres sous 
le nom de racines primttwes et d'autres quantités que renferment les 
produits de certaines expressions algébriques. D'ailleurs, l'analyse par 
laquelle je suis parvenu à découvrir ces relations m'a offert le moyen 
de résoudre facilement certaines équations indéterminées, et m'a 
fourni des théorèmes qui paraissent mériter l'attention des géomètres.- 
Je consacrerai plusieurs articles au développement des principes sur 
lesquels repose cette analyse; mais, comme ce développement exige la 
connaissance préliminaire de diverses propositions relatives à l'Al- 
gèbre et à.la théorie des nombres, je commencerai par établir les pro- 
positions dont il s'agit. J'indiquerai en même temps plusieurs consé- 
quences nouvelles que l'on peut en déduire. 

Soit n un nombre entier quelconque. Je dirai que les quantités en- 
tières, positives ou négatives, h et k sont équwalenles suivant le module 
n, lorsque la différence h — k om k — h sera divisible par /i, et j'indi- 
querai cette équivalence, nommée congruence par M. Gauss, à l'aide de 

la notation 

AheA" (mod./i), 

employée par ce géomètre. Cela posé, si l'on vérifie la formule 

(i) a^x'^'\-aiX'^-^ -¥ a,d?'"-*-+-. . .H- a;„_ia?-4- a^^o (mod.n), 
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dans laquelle m désigne un nombre entier et ao» a, , . . . , a,„., , a^ des 
quantités entières, en attribuant à x les valeurs entières 

on la vérifiera encore en prenant 

d? :zr «Tj it nif X = J7j iti njf • • • » 

i,j désignant des nombres entiers, ou, ce qui revient au même, en 
prenant 

etx^9X,2f ... seront des racines de la formule (i). Mais deux quel- 
conques de ces racines, par exemple, a:,, ar, ne seront considérées 
comme distinctes que dans le cas où elles ne seront pas équivalentes 
suivant le module n. Ajoutons que les notations 

k 

représenteront les valeurs de x propres à vérifier les formules 

Soit maintenant p un nombre premier quelconque. Je dirai, avec 
M. Poinsot, que p est une racine primitive de l'équation 

(2) x«=i, 

et r une racine primitive de Téquivalence 

(3) j?'»=i (mod./?), 

lorsque p" sera la plus petite puissance de p qui se réduise à l'unité, et 
r'' la plus petite puissance de r équivalente à Tunité suivant le mo- 
dule/?. Ces définitions étant admises, on établira sans peine, sur les 
racines des équations et des équivalences, les propositions suivantes, 
dont la plupart étaient déjà connues (*) : 

(*) On peut consulter, à ce sujet, divers Mémoires d'Euler et do Lagrange; FOuvragedc 
M. Gauss, intitulé : DisquisUiones arithmeticœ ; la Théorie des nombres de M. l^gendre; 
un travail de M. Poinsot, inséré dans le tome V des Mémoires de l'Académie des Sciences^ 
et les Mémoires de Mathématiques publiés par M. Guillaume Libri. 
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Théori^.me L — Soient m un nçmbre entier, p un nombre premier y et rïo, 
a,, a^, . . . , a,„ des quantités entières. Im formule 

(4) aoX"*-ha|:r"*-'-h. . ,'\-a,n-\^ 4-«;;, = o (mod./?) 

n admettra jamais plus de m racines distinctes. 

Démonstration. — En effet, soient a:,, X2% ...» ir,„, m racines dis- 
tinctes de la formule (4). On aura identiquement 

«0 xj* -h a^x'^'^ 4- ... -h a,n~iXi -h a,„ s o ( mod./?). 

En substituant la valeur de a,„^ tirée de cette dernière équivalence, 
dans la formule (4)> on trouvera 

Pi désignant un polynôme qui aura pour premier terme le produit 
a^iF™"*, et qui sera équivalent à zéro pour x = x^^ pour x = ^Cj, etc. 
On trouvera de même 

Pa» Pj» ...» P/«-M P//1 désignant des polynômes dont les premiers 
termes seront a^o?"""-, ao^?"'"*', ..., «o^, «ïq. en sorte qu'on aura sim- 
plement 

( 7 ) * '« ^^ ^0* 

D'ailleurs, en vertu des formules (j), (6), (7), on aura, quel que 
soit X9 

(8) aoJ?"»-h aiJ?"*"*-4-. . .-H «m-i^ -{- a,n^ ao{x — Xi) {x — x^) . . .(.r — .r„, ). 

Donc l'équivalence (5) pourra s'écrire comme il suit : 

(9) ao(x — Xi){x — ;r,) {x — x^). . .{x — x,n) s o. 

Or cette dernière ne peut être vérifiée qu'autant que l'on prend 

X =^ Xt ou X == ^29 * * *9 ou X =3 Xfffm 
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Corollaire. — La formule (8) devant subsister, quel que MÏtx, en 
traîne évidemment les suivantes ^ 

rt, = — ao(x,H-d:,4-. ..-+-a:,„) (mod./>), 

(lO) 


€t ff^rss. _Ll Aq^|<272 » » » JC 


m 9 


lorsque le nombre ttz ne surpasse pas le module /y. Alors, en effet, si 
les conditions (lo) n'étaient pas remplies, la formule (8), dans la- 
quelle le second membre, développé suivant les puissances descen- 
dantes de la variable x, a pour premier terme a^^af^f se réduirait à une 
équivalence d'un degré inférieur à p, et pourtant cette équivalence 
devrait admettre autant de racine» que la division d'un nombre entier 
par /> peut fournir de restes différents, c'est-à-dire/; racines distinctes. 
Or cette conclusion ne s'accorderait pas avec le théorème I. 

Scolie. — Lorsque l'équation (i) est du premier degré ou de la 
forme 

(il) a^tX-^-a^^o (mod./i), 

elle ne peut admettre qu'une seule racine, et elle en admet toujours 
une, représentée par la notation 

(12) ^=— ^, 

excepté dans le cas où la fraction ~> réduite à sa plus simple exprès- 

sion, conserverait un dénominateur qui ne serait pas premier kn. En 
effet, l'on pourra toujours trouver des nombres entiers x et v propres 
h vérifier la formule 

(i3) «0^: H- «!=«/, 

à moins que a^ et n ne soient simultanément divisibles par un nombre 
qui ne diviserait pas a^\ 

Théorème II. — Supposons que la formule (4) admette m racines dis- 
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iincles. Soit d'ailleurs P un polynôme qui divise exactement le premier 
membre de cette formule. Le nombre des racines distinctes de l'équiva- 
lence 

(i4) Pso (inod./>) 

sera précisément égal au degré du polynôme P. 

Démonstration. — Soit Q la quantité qu'on obtient en divisant par P 
le premier membre de la formule (4). Cette formule pourra s'écrire 
comme il suit 

(i5) PQ = o (mod./>), 

et, par conséquent, chacune des racines x = x^^ x=^x.^ a? = a?y;, 

vérifiera l'une des équivalences 

{16) P = o, Q = o (mod./?). 

Soit d'ailleurs (jl le degré du polynôme P. m — (jl sera le degré du poly- 
nôme Q, et, comme le nombre de celles des quantités a?,, x^^ . . ., x,,, 
qui satisferont à la seconde des formules (16) ne pourra surpasser 
/n — [X, le nombre de celles qui satisferont à la première ne pourra 
devenir inférieur à (jl. Donc ce dernier nombre sera nécessairement 
égal au degré [jl du polynôme P. 

Théorème III. — Soit p un nombre premier quelconque, La formule 

(17) j:/»-*=i (mod. /?) 

admettra p — i racines distinctes, respectivement équivalentes aux nombres 
entiers 

(18) I, 2, 3, ..., /? — I. 

Démonstration. — En effet, si l'on prend pour x un quelconque de 
ces nombres entiers, on trouvera 

j7''=(i-H J? — i)''=i 4- {x — iy (mod. /?) 

et, par conséquent, 

x*»— a: = (x — 1)''— (j: — i) = (J7 — 2)''— (^ — a) =. . .= a'»— 2 ^1''— i = 0, 
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ou, ce qui revient au même, 

e(, comme x ne sera pas divisible par/;, on en conclura 

(19) .r''-> — 1 = (mod./?). 

Le théorème compris dans la formule (17) ou (19) est dû à Fermât. 

Corollaire, — Comme, pour faire coïncider la formule (4) avec l'é- 
quivalence (17), il suffit de prendre 

on aura, en vertu des formules (10) et du théorème IH, 

/ IH- a -4-3 -H. . .-4- (/» — i) = (mod.p), 
i.a-hi.3-4-...4-i(/> — 1)4-2. 3h-... 

(20) / 4-2(/> — i)-l-...4-(/? — 2)(/?-.|) = o, 


1.2.3. ..(/C> — 2)(/? — l)==— I. 

La dernière des formules (20) peut encore s'écrire ainsi qu'il suit 

(21) i.2.3...(/? — 2)(/; — i)H-i = o (mod./7), 

i»t comprend le théorème de Wilson. 

Théorème IV. — Soient p un nombre premier et n un dimeur dep — i 
Im formule 

(3) x^^i (mod. /?) 

admettra n racines distinctes. 
Démonstration. — Soit 

(22) p — i = /iBy. 

Le binôme 

('i3) x'»-* — izrx"^— I 
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sera divisible par le binôme 


X^ — l. 


Donc, puisque la formule (19) admet/; — i racines distinctes, l'équi- 
valence 

(a4) a?"— 1 = (mod. /?) 

ou la formule (3) admettra n racines distinctes, en vertu du théo- 
rème III. 

Théorème V. — Soient m, n deux nombres entiers quelconques, (o leur 
plus grand commun diviseur^ et q un nombre premier ou non premier. 
Toute rctcine commune des deux équations 

vérifiera encore V équation 

(26) x"=:i; 

et toute racine commune aux deux équivalences 

(27) j?'"=i, ;r'»=i (mod. 7) 

vérifiera encore la formule 

(28) x^=\ (mod. ^). 

Démonstration, — co étant le plus grand commun diviseur de m et 
de /î, on pourra trouver des quantités entières u^iv propres a vérifier 
la condition 

(29) mu r- /It' =^0). 

Cela posé, on tirera des équations (25) 

ou 

par conséquent 

(3o) X**—- 1 = 0; 

ORuvret de C, — S. U, t. IX. 34 


266 SUR DIVERSES PROPOSITIONS RELATIVES 

et des formules (27) 

ou 

^m»__ ^rti»^ a?««'(j7«— i) = o (inod. 7), 

par conséquent 

(3i) a:<«>— 1=0 (mod. 7). 

Or l'équation (3o) coïncide avec l'équation (26), et la formule (3i) 
avec la formule (28). 

Corollaire, — Comme toute racine non primitive de l'équation (2) 
ou de l'équivalence (3), dans laquelle/; désigne un nombre premier, 
vérifiera une autre équation de la forme 


a:'" = I 


OU une équivalence de la forme 

x'^^^i (mod. /?), 

m étant < /i, il suit du théorème V qu'une semblable racine devra 
encore vérifier l'équation 

(32) x'^^x 

ou l'équivalence 

(33) x^~i (mod./>), 

(0 étant un nombre entier, diviseur de n, mais inférieur à n. Donc, si 
l'équation (2) ou l'équivalence (3) admet des racines non primitives, 
autres que l'unité, n ne pourra être un nombre premier. 

Théorème VI. — Soit nunnombre entier quelconque. VéqucUion 

(2) X'^:=il 

admettra autant de racines primitives qu'il y a dénombres entiers premiers 
à /i, mais inférieurs à n; et, si l'on suppose 

(34) n — a^b^cy.,,, 
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a, bf c... étant les facteurs premiers de n^ chacune des racines primitives 
de l'équation (2) sera le produit de plusieurs facteurs w, v», iv, . . . , qui 
serviront de racines primitives aux équations 

(35) ««•==!, i>*^=:i, w^^m, 

Démonstration. — Si n est un nombre premier, toutes les racines 
de l'équation (2), autres que l'unité, seront primitives, en vertu du 
corollaire qui précède. Le nombre de ces racines primitives sera évi- 
demment /i — I. 

Si n est une puissance d'un nombre premier a, c'est-à-dire de la 
forme 

(36) /^ = a^ 

alors toute racine non primitive de l'équation (2) ou 

(37) ,r«*=i 

vérifiera l'équation 

(38) ^«•"*=:i, 


puisque tout nombre diviseur de a*, mais inférieur à a*, divisera né- 
cessairement a"~'. Donc les racines non primitives de l'équation (2) 
seront alors en nombre égal à a*~\ Les racines restantes, dont le 
nombre aura pour mesure la différence 

(39) ««— a«-» = rt«-»(a — i)z=/i/^i— iV 

seront toutes primitives. 

Si n n'est pas un nombre premier, ni une puissance d'un nombre 
premier, on pourra décomposer n en deux facteurs A, k premiers entre 
eux, et, pour vérifier l'équation (2) ou 

(40) :r^*zzi, 

il suffira de prendre 

(40 ^=r-, 
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y^ z étant des racines des deux équations 

(42) 7^=1, 

(43) 5* = i. 

J'ajoute que, si, dans la formule (4i)t on substitue successivement \y 
toutes les racines de l'équation (42), et à 5 toutes les racines de l'é- 
quation (43), on obtiendra toutes les racines de l'équation (4^). En 
effet, le nombre des racines de l'équation (42) étant égal à A. et le 
nombre des racines de l'équation (43) égal à k, le nombre des valeurs 
de a?, déduites de la formule (40» ^^^^ ^%^ ^^ produit hky c'est-à-dire 
au nombre des racines de l'équation (2) ou (4o); ^t d'ailleurs il est 
facile de s'assurer que ces valeurs seront toutes distinctes les unes des 
autres. Car, si l'on désigne par j<,yj deux racines de l'équation (4^), 
par 5<, 5j deux racines de l'équation (43), et si l'on suppose 


on en conclura 




et, comme on aura d'autre part 




il est clair que le rapport — sera une racine commune des deux équa- 
tions 


X^z=z\^ x^-^\\ 


par conséquent, la racine unique de l'équation 


x=z I, 


puisque A et A n'ont d'autre commun diviseur que l'unité. On trouve- 
rait donc alors 
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et de même 


^1 — ^i 


Donc les valeurs de x fournies par l'équation (40* ^^ correspondantes 
à des systèmes divers de valeurs de y et de s, seront toutes distinctes 
les unes des autres, et respectivement égales aux diverses racines de 
Téquation (4o)' 

Enfin il est clair que le produit yz sera une racine primitive de 
Téquation (4o)» lorsque y, z seront des racines primitives des équa- 
tions (40» (42). En effet, soit m le degré de la plus petite puissance 
deyz qui soit équivalente à l'unité. Comme le nombre m devra diviser 
le produit A^, on aura nécessairement 

m = sim 

s désignant un diviseur de A et / un diviseur de k. De plus, en élevant 
chaque membre de la formule 

(44) iy^y'=i 

à la puissance entière du degré y» on en tirera 

* 

et, par conséquent, 

(45) 7'*=i. 

Or les formules (42), (45) devant subsister simultanément, et s étant 
le plus grand commun diviseur des nombres h et sk^ on en conclura 

(46) y*=i. 

On trouvera de même 

(47) 5' = i. 

Donc la formule (44) entraîne les formules (46) et (47)- D'ailleurs, si 
y et s sont des racines primitives des équations (42) et (43), les expo- 
sants^, /, dans les formules (46), (4?)» ne pourront devenir inférieurs, 
le premier au nombre A, le second au nombre k. Donc alors la plus 


270 SUR DIVERSES PROPOSITIONS RELATIVES 

petite valeur que l'on puisse attribuer à m sera m = hk, et, par consé- 
quent, X sera une racine primitive de l'équation (4o)- Ajoutons que, 
si les facteurs j, z ne sont pas tous deux des racines primitives des 
équations qu'ils vérifient, le produit j:; ne sera pas non plus une ra- 
cine primitive de l'équation (4û), puisqu'en supposant remplies les 
deux conditions ^ -< A, / <!*» ou Tune d'entre elles, on pourra des for- 
mules (46), (47) déduire immédiatement la formule (44)» dans la- 
quelle Qn aura si < hk. 

Soient maintenant a, 6, c, . . . les facteurs premiers de /i, en sorte 
qu'on ait 

D'après ce qu'on vient de dire, on obtiendra les racines primitives de 
l'équation (1) en multipliant celles de l'équation (37), qui sont en 
nombre égal à a*"^*(a — i), par celles de l'équation 

De même, on obtiendra ces dernières en multipliant celles de l'é- 
quation 

qui sont en nombre égal à b^^(b — i), par les racines primitives de 
l'équation 

En continuant de la même manière, on finira par reconnaître que 
chaque racine primitive de l'équation (2) est le produit de plusieurs 
facteurs i/, v, w, ..., qui servent de racines primitives aux équa- 
tions (35); et, comme les produits de cette espèce seront tous distincts 
les uns des autres, il est clair que le nombre de ces produits ou l'ex- 
pression 

indiquera précisément le nombre des racines primitives de l'équa- 
tion (2). 
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Si dans le produit u.i^^w, ... on faisait entrer successivement toutes 
les racines primitives ou non primitives des équations (35), on obtien- 
drait évidemment pour résultats toutes les racines primitives ou non 
primitives de Téquation (2). 

Scolie L — Soit p une racine primitive de Téquation (2). Les di- 
verses puissances de p, d'un degré inférieur à /i, savoir 

(49) p^=i, p» pS p*, .••» p""', 

seront évidemment des racines de la même équation. De plus, ces ra- 
cines seront distinctes les unes des autres. Car, si Ton suppose 

m étant inférieur à n, et / égal ou inférieur à m, on en conclura 


P 


m—t — |. 


» 


par conséquent, m — l = o ou m = l, puisque, p étant racine primitive, 
aucune puissance de p, d'un degré différent de zéro, et inférieur à /i, 
n'aura pour valeur l'unité. Donc la suite (49) comprendra toutes les 
racines de l'équation (2). De plus, si les nombres n et m<^n ont un 
commun diviseur co > i, alors, en prenant 

on vérifiera, non seulement l'équation (2), mais encore la suivante 




X'"=zl, 


et, par conséquent, a: = p*" ne sera pas une racine primitive. Donc les 
seules puissances de p qui pourront servir de racines primitives à l'é- 
quation (2) seront celles qui offriront des exposants premiers à n. Il 
est d'ailleurs facile de s'assurer que, si m est premier à n, a? = p*" sera 
une racine primitive. Alors, en effet, si l'on désigne par 

la plus petite puissance de x qui se réduise à l'unité, le plus grand 
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commun diviseur de ms et de n sera le même que celui des et de n. 
Or, en vertu du théorème V, la puissance de p, dont l'exposant sera 
égal à ce plus grand commun diviseur, aura pour valeur l'unité; et, 
puisque p est une racine primitive, l'exposant dont il s'agit ne pourra 
offrir un exposant inférieur à n. Donc la plus petite valeur qu'on 
puisse attribuer à s doit être divisible par /i, et ne saurait différer de 
s = n; d'où il résulte que x = p"^ sera, dans l'hypothèse admise, une 
racine primitive de l'équation (2). 

Scolie II. ■— Puisque les diverses racines primitives de l'équa- 
tion (2) sont respectivement égales aux diverses puissances de p dont 
les exposants sont premiers à/?, mais inférieurs à n, l'expression (48) 
indique certainement combien il y a de nombres entiers premiers à n, 
et plus petits que n. C'est, au reste, ce qu'il serait facile de prouver 
directement. 

Théorèime VII. — Soient p un nombre premier quelconque et n un 
nombre entier diviseur de p — i. L'équivalence 

(2) œ'^^i (mod./>) 

admettra autant de racines primitives qu'il y a de nombres entiers premiers 
à /î, mais inférieurs an; et, si l'on suppose 

(34) n —a'^b^cy..., 

a, b^ c^ ... étant les /acteurs premiers de /ï, chacune des racines primi- 
tives de r équivalence (3) sera le produit de plusieurs /acteurs w, i', iv, . . . 
qui serviront de racines primitives aux équivalences 

(5o) m«'f=i, c^*^=i, «^^=i, ... (mod./>). 

Démonstration. — Pour établir le théorème VII, il suffit de rem- 
placer, dans la démonstration que nous avons donnée du théorème VI, 
le signe = par le signe ==, en prenant le nombre/? pour module. 

Scolie L — Soit r une racine primitive de l'équivalence (3). Les 
diverses puissances de r d'un degré inférieur à /i, savoir 

(5i) rO=:i, r, r«, r', ..., r«-', 
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seront évidemment des racines de la même équivalence. De plus, ces 
racines seront distinctes les unes des autres. Car, si Ton suppose 

r'= r*" (mod./>), 

m étant inférieur à /i, et / égal ou inférieur à /n, on en conclura 

/./n-/==, (mod./?), 

par conséquent m = l. Donc la suite (5i) comprendra toutes les ra- 
cines de la formule (3). De plus, si les nombres n et m<^n ont un 
commun diviseur co > i , alors, en prenant 

on vérifiera, non seulement la formule (3), mais la suivante 

n 

x^^'.i (mod./c>), 

et, par conséquent, a?^r^ ne sera pas une racine primitive. Donc les 
seules puissances de r qui pourront servir de racines primitives à la 
formule (3) seront celles qui offriront des exposants premiers à n. 
Enfin, comme le nombre N des racines primitives est précisément égal 
au nombre des puissances de r qui offrent des exposants premiers a /z, 
mais plus petits que n, on peut affii-mer que chacune de ces puis- 
sances sera une racine primitive. C'est d'ailleurs ce qu'il serait facile 
de prouver directement. 

Scohe IL — Lorsque n devient égal à/> — i, les racines primitives 
de l'équivalence (3) réduite à la forme 

^P-i = i (mod./?) 

sont ce qu'on appelle les racines primitives du nombre premier/?. Cela 
posé, on trouvera toujours, pour un nombre premier/?, autant de ra- 
cines primitives qu'il y aura de nombres premiers à/?, mais inférieurs 
à/7. 

Théorème VIII. — Soient p une racine primaire de l' équation (2), r une 

OEu^rei de C. — S. U, l. IX. 35 
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mcine primitive de Véquivalence (3), et îù un diviseur entier de n. Les 
deux formules 

n 
(02) X'^=.l, 

n 

(53) ^^=1 (mod.^) 

auront pour racines les puissances de p et de r dont les exposants seront 
multiples cfe (o, et pour racines primitives celles des mêmes puissances dont 
les exposants j divisés par (o, donneront pour quotients des nombres qui 

seront premiers a -- 

Démonstraiion. — En effet, dans l'hypothèse admise, les différents 
termes compris dans la suite 

(54) p«=i, p", p'^ ..., p(«"*)"*=p«-^ 


et dont le nombre est -, seront autant de racines distinctes de l'équa- 
tion (52), tandis que les différents termes compris dans la suite 


(55) r"=i, /•**, r««^, 




• • • » 


seront autant de racines distinctes de l'équivalence (53). De plus, m 
désignant un des nombres entiers o, i, 2, . .., i, p*"" deviendra 

une racine primitive de l'équation (02), et r"'** une racine primitive de 
l'équivalence (53), si ma est le plus petit multiple de ma) qui soit di- 
visible par /î, par conséquent si m est premier ii - • 

Théorème IX. — Les mêmes choses étant posées que dans les théorèmes 
VI et VII y désignons par 


n. n\ /i", 


les termes positifs, et par 

les termes négatifs que présente le développement du produit 

(56) N = „(._l)(,_^)(._i).... 
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Faisons d'ailleurs 

^^^^ (^'*.— i)(x«.--i)... 

X sera une /onction entière de x, et les deux formules 

(58) X=:o, 

(59) \^o (mod./?) 

auront pour racines, la première, les racines primitives de i équation ( 2), 
la seconde^ les racines primitives de l'équivalence (3). 

Démonstration. — Comme, en développant le produit N, on trou- 
vera 

./> V T^T n n n n n n n 

(60) N=zn----=:^--. ..-+--,-- + 


abc ab ac oc abc 

on en conclura 

^_ (a?^-i)(j?^^^~-i)(j7^^-i)...('3:^^ — ')»»» 

Cela posé, soit p une racine primitive de Téquation (2), et r une 
racine primitive de Téquivalence (3). Chacun des binômes 


n 


%A/ ~~~ I y •A' I y •A' 1 I «<(/ I y • • • a 

(63) \ 

I <wi^ r /¥»rtt* I • fw%bv f . /jnabv ■ 

sera égal au produit de quelques-uns des facteurs linéaires 

(63) X — I, X — p, X — p*, ..., X — p""*, 

et de plus équivalent, suivant le module/?, au produit de quelque*s- 
uns des facteurs linéaires 

(64) X — I, X — Vy X — /•', ..., X — /'""*. 

D'ailleurs, m étant l'un quelconque des nombres entiers 

o, I, i, . . ., n — I, 

le facteur linéaire x — p'" divisera seulement le premier des bi- 
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nomes (62), si p*" est une racine primitive de l'équation (2). Le même 
facteur divisera les deux binômes 

n 

j;" — I , o:^ — I , 

n 

lorsque p"' sera une racine de l'équation x'* =\. Il divisera les quatre 
binômes 

n n n 

X^—ly X^ — I , X* — I , J?^* — I , 


lorsque p"* sera une racine de l'équation af^=\^ . . ., et généralement 
il divisera tous les binômes dans lesquels les exposants de x seront 
égaux aux termes que présente le développement du produit 

/i(i-l), ou /*(i-i)> ou /*(i-0> 
(65) /ou n(i-i)(i-i), ou ;»(,_i)(.-i), ..., ou n(.^^)(i-i) 


ou 


»(-à)(-;)(-o 


lorsque p'" sera une racine de l'équation 


(66) 


n 



n 


n 



0? 1, 

ou 


a?^— I, 

ou 

j;<^— 1, 

• • «f 


n 



n 



H 


OU J^^^\^ 

ou 


n 

... y 

ou 

X^^l, 

• • • » 



ou 

■ • • 

x"^^^ 

I, 

• • » 




c'est-à-dire lorsque le nombre m sera multiple de a, ou de 6, ou de 
c, ..., ou de ai, ou de or, ..., ou de bc, ..., ou de aie, .... D'ailleurs, 
comme, dans le développement de chacun des produits que nous 
venons d'indiquer, le nombre des termes positifs est précisément égal 
au nombre des termes négatifs, il est clair que le facteur linéaire 
X — f" divisera généralement, dans le numérateur de la fraction que 
renferme la formule (61), autant de binômes que dans le dénomina- 
teur. Donc, en général, ce facteur disparaîtra, si l'on réduit la fraction 
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dont il s*agit à sa plus simple expression. On doit seulement excepter 
le cas oii p"*, cessant d'être racine d'une ou de plusieurs des équa- 
tions (66), deviendrait racine primitive de l'équation (2). Donc la 
valeur de X, déterminée par la formule (61), sera égale au produit de 
ceux des facteurs (63) qui répondent aux racines primitives de l'équa- 
tion (2). Donc X sera une fonction entière de x^ et l'équation (58) 
aura pour racines les racines primitives de l'équation (2). 

Si, dans la fraction que renferme la formule (61), on remplaçait 
chacun des binômes (62) par le produit équivalent de plusieurs des 
facteurs (64), cette fraction, réduite à sa plus simple expression, 
serait le produit de ceux des mêmes facteurs qui répondent aux 
racines primitives de la formule (3). On en doit conclure que l'équi- 
valence (39) aura pour racines les racines primitives de l'équivalence 
jf^\ (mod./?). ' 

Corollaire L — Si l'on suppose que le nombre n se réduise a une 
puissance d'un certain nombre premier a, en sorte qu'on ait 

(35) . /i = a«, 

on trouvera 

^ ^»_i «(i--) "(i--) " 

Par conséquent, l'équation (2) aura pour racines primitives les racines 
de l'équation 

«0--) «0--) - 

et l'équivalence (3) aura pour racines primitives les racines de la 
formule 

(69) x"^ '''-^x"^ "''-+-.. .-h j?" -h ISO (rnod./?). 

Corollaire II. — Si /^ est le produit d'une puissance du nombre pre- 
mier a par une puissance du nombre premier b, en sorte qu'on ait 

(70) /i = aa6P, 
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les racines primitives de l'équation (2) et de Téquivalence (3) se con- 
fondront avec les racines des deux formules 

(72) V-^ ^7-n ^r = o (mod./>). 

Corollaire III. — Si /^ est de la forme 

(73) /i = a«ôPcT, 

les racines primitives de Téquation (2) et de Téquivalence (3) se con- 
fondront avec les racines des deux formules • 

\x^ — i) \x^ — 1 j \ai^ — i) \x"^— I j 

(7î>) 7-n r?—n — {f-1, vT'jL \ -"" (mo(l./>). 

Corollaire IV. — Soient /> un nombre premier quelconque et a, A, 
c, ... les facteurs premiers de /? — i, en sorte qu'on ait 

(76) /> — i==a*6PcY 

Les racines primitives du nombre/? se confondront avec les racines de 
Féquivalence 

(77) -,-731 — w-7i:^ — vn-^r^ — c^Er~^'"'' (mod./.). 

Dans les binômes que renferme le premier membre de cette équiva- 
lence, les exposants de a: sont respectivement égaux aux valeurs numé- 
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riques des termes que présente le développement du produit 

<— )(.-i)(.-i)(-0- 

I *" ■ t I • • • I • "l" • • • . a • • • 

ab ac oc abc 

Exemples, — Puisqu'on trouve, en prenant /? = 3, p — i = i, 
a= 2, 

en prenant ^ = 5, /> — i = 4» a = 2. 


(A> 


-0(.-i) = 4(.-i) = 4-.; 


en prenant ^ — ^,^ — 1 = 6, a = 2, 6 ~ 3, 


<^-)(-s)(-0=K-i)(-0= 


en prenant /? :^ 1 1, /> — i = 10, a = 2, 6 == 5, 


r- 6 — 3 — 2 4- I ; 


(/» 


_,)(,- i)(,-i)r.,o(,-i)(,-i) = ,0-5-3 + .; 


en prenant /> — i3, /> — 1 — 12, a=:2, 6 = 3, 

'-'(-9(-J)=K-0(-0- 


en prenant /? - 17, /? — i = iG, a = 2, 


12 — 6 — 4 4- sï; 


(/> 


-.)(.-i) = .6(.--i).--.6-8; 
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etc., et que Ton a d'ailleurs 


:= J? -h I 


J?' — 1 


X' — I 
(x^—i){x — I ) J?* -+- I 

(x^ — OC*^* — X -^i 


zzzx^ — X -H I , 


7-i rhi C = ==ar*— -x'-hJ?* — J^'-hl, 

r T r— - 7 - - X '— X' ~T— 1 9 


iT* — I 


= J7« -+- I , 


on peut affirmer que les racines primitives de 3 se réduisent à la ra- 
cine unique de l'équivalence 

(79) j:-hi = o (mod.3); 

que les racines primitives de 5 coïncident avec les racines de l'équiva- 
lence 

(80) d?«-+-i = o (mod.5); 

les racines primitives de 7 avec les racines de l'équivalence 

(81) x'-'X-hi^o (mo(l,7); 

les racines primitives de 1 1 avec les racines de l'équivalence 

(82) x^ — x^-^x'—x-hi — o (mod.ii); 

les racines primitives de i3 avec les racines de l'équivalence 

(83) ^i-.;r»-hi^o (mod.iS); 

les racines primitives de 17 avec les racines de l'équivalence 

(84) jT^-HiEzso (mod. 17), 

etc. 
On trouverait de même que les racines primitives des nombres 19, 
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23, 29, 3i, 37, ... se confondent avec les racines des équivalences 


a?'— 


j;lO _ J.9 _,_ ^ __ ^7 _|_ ^6 __ 


X^ 


H — /r»«-+- /r» — 


X 


X* 


X' 


X' 


X* — 


X 


n 


a?»-+-i = (mod. 19), 
x^ -^ x^ — X* -h x*-— X -h 1 = (mod. 23), 
x*-\-x^ — j?*4-i = o (mod. 29), 
x^ — x^-h X 4-1 = (mod 3i), 
j?'-f-i = o (mod. 37), 


Il est d'ailleurs facile de .s'assurer que les racines primitives des 
nombres 3, 5, 7, 11, i3, 17, 19, 23, 29, 3 1, 37, ... vérifient les for- 
mules qu'on vient d'obtenir. En effet, ces racines primitives, lorsqu'on 
représente chacune d'elles par un nombre renfermé entre les limites 
o,/?, sont respectivement 


pour 
» 

» 
» 
» 
» 


P 
P 
P 
P 
P 
P 
P 
P 
P 
P 
P 


3, 
5, 

7» 

i3, 
»7> 

a3, 

3i, 

37* 


2, 3, 

3, 5, 

2, 6, 7, 8, 

2, 6, 7, n, 

3, 5, 6, 7, 10, II, 12, i4, 
2, 3, 10, i3, i4» i5, 

5, 7, 10, II, 1/4, i5, 17, 19, 30, 21, 

2, 3, 8, 10, II, i4, i5, 18, 19, 21, 26, 27, 

3, II, 12, i3, 17, 21, 22, 24, 

2, 5, i3, i5, 17, 18, 19, 20, 22, 2^, 32, 35. 


Elles deviendraient 


pour /? = 3, 
/?z= 5, 

/>= 7» 
p— II, 
P— i3, 
p—^ly 
P=^9f 

/El = 23, 

/>=29, 


» 


» 

» 
9 


, — I, 


, 2, 2, 


. . , 2, u, 

.., — 0, — 4, 3| 2, 

,., — 6, — 2, 2, 6, 

.., — 7, — 6, — 5, — 3, 3, 5, 6, 7, 

. ., — 9, — 6, — 5, — 4f 2, 3, 

.., — 9, — 8, — 6, — 4, —3, —2, 5, 7, 10, II, 

.., — 14, —II, —10, — 8, —3, —2, 2, 3, 8, 10, II, i4, 

/>=3i, ..., — 14, —10, — 9» — 7> 3, II, 12, i3, 

p = 3'j, ..., —18, —17, — 15, — ï3, —5, —2, 2, 5, i3, i5, 17, 18, 


couvres de C. — S. U, t. IX. 


36 
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si on les représentait par des quantités comprises entre les limites 
— -j -h -• On aura d'ailleurs évidemment 

2 a 

2 4-1 = (mod. 3), 

2*4- I = 3* -h I = o (mod. 5), 

3«— 3 4-1 = 5*— 5 -h I = o (mod. 7), 


Il est bon d'observer que le produit (78) sera un nombre pair, si 
l'un des facteurs a, 6, c, ... est impair, ou si /> — i est divisible par 4. 
Donc ce produit sera toujours pair, excepté dans le cas où Ton suppo- 
serait /^ = 3. De plus, les différents termes compris dans le second 
membre de la formule (78) seront pairs eux-mêmes, si/? — i est divi- 
sible par 4. Il suit de ces observations que Téquation (77)» réduite à 
sa forme la plus simple, aura pour premier terme une puissance paire 
de 37, si/? n'est pas égal à 3, et ne renfermera que des puissances paires 
de 07, si /? — I est divisible par 4- D'ailleurs le dernier terme de cette 
équation sera la valeur du rapport 

correspondante à 0? = o, c'est-à-dire l'unité. Donc, si l'on excepte le 
cas où l'on aurait/? == 3, les racines primitives du nombre/? donneront 
l'unité pour produit; et ces racines pourront être considérées comme 
deux à deux égales, mais affectées de signes contraires, toutes les fois 
que le nombre/?, divisé par 4» donnera i pour reste. 

Théorème X, — Soient 

SI» SI» • • •> Çm-1> Sm 

les racines de l'équation 

dans laquelle ao» a^ , . . . , a,„»i, a^ désignent des quantités entières, p un 
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nombre premier supérieur ou égal àm^ et supposons que réquii^alence 


(4) 


aQX'^-^GiX'^-^-h, . .~\- a^^iX -\-am^o 


(mod. p) 


admette m racines distinctes représentées par 


^l> «^l» • • 't •^m— l» ^ 


/it< 


Soient d'ailleurs 


' (si> Çt> • • •• sm-l» Cm) 


i//ie /onction entière et symétrique cfe Ç,, Ç^, . . . , $,»-,♦ $,„, à coefficienls 
entiers ou rationnels y et U /a valeur entière oufra^ctionnaire de cette même 
fonction. V équation 


(86) 


F(Çi, 5i, . . ., ?m-l> 5/11 ) — U 


entraînera l'équivalence 


(^7) 


F(a?j, j?„ . . ., X;„_i, j?^) = U (mod. p). 


Démonstration. — Les fonctions symétriques de ^,, i^, . . . , $;„_,, $,„ 
etdeic,, iTj, . .., aT«_,, a?,^» représentées par 

peuvent être considérées, la première comme une fonction entière des 
sommes 


|i4-Ç,-|-...-h$, 


_ «1 
«0 


(88) 




ÇlÇî • • • S'W-lÇm — — ~* 


la seconde comme une fonction semblable des quantités que Ton dé- 
duit de ces mêmes sommes en écrivant partout \ au lieu de Xy quan 


284 SUR DIVERSES PROPOSITIONS RELATIVES 

tités qui vérifient les formules (lo) et, par conséquent, les suivantes 

(89) / «0 

1 ..• • .....f 

^ . « m 

Or il suit évidemment de cette remarque qu'en omettant les multiples 
de p on trouvera pour la fonction 

une valeur numérique entière ou fractionnaire précisément égale à 
celle de la fonction 

Corollaire I. — Si, après avoir posé Téquation identique 

(go) «0^7'» -h ajd?'"-» 4- ... -h a,„_id? -h a^ = «oC-^^ — 5i) (-^ — ?i)- • -(^ — S/n )» 

on dilTérentie par rapport à x les logarithmes des deux membres, on 
trouvera 

ma^iX'^-^ -\- {m — i)a,a?'"~*-i-. . .-h aa^_,a? -4- a^-t 

(91) 

I I I 

puis on en conclura, en supposant a? > i , 

«0^"*-+- ai^"*~*4-. . .4- a;rt_ja;*4-«m-iJ? H- «m 
(92) { =^-+-(ÇiH-Çi-+-----+-Sm);^H-(^î-4-|Î4-...4-a)^ 

4-(^Î4-?î-h...4-$S,)^rh.... 


X" 


Donc, si l'on représente par 


(93) i + S + T» + S 

it JT* J7* »r* 
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le développement du premier membre de la formule (92) suivant les 
puissances ascendantes de -> on aura 

SI ^" Sî "+"••• ^" S/n = -^1» 

(94) \ 

Çi -H ç j -f- . . • -H Ç/n = ^a, 


et généralement, /étant un nombre entier quelconque, 

Cela posé, il résulte du théorème X que Ton aura encore 
(gS) x\-\'x'^'^...-\-x'n=si (mod./>). 

Corollaire IL — Le théorème X pourrait devenir inexact, ainsi que 
les formules (10) et (89), si le degré m de l'équivalence 

(4) aoa?'"-i-aiJ7'»~*4-. . .-h a;„_i a? -+- ûT;,, = o (mod. /?) 

devenait supérieur à son module/?, ou si ce module cessait d'être un 
nombre premier. 

Corollaire III. — Si l'on réduit le polynôme 

au binôme 

les formules (85) et (4) deviendront respectivement 

(96) X'^=zl, 

m 

(97) a?'"=i Cmod./?). 

On trouvera d'ailleurs 

m Si $• 5» /nj?*"-* mm m 


/»• /if»i /ir»3 .>*4 ftfn ___ f <*• ^«/in-1 f*»tn-^i 

JU ^ %M* %JU %Â^ ^^ J M/ %A* sJU 


286 SUR DIVERSES PROPOSITIONS RELATIVES 

et, par conséquent, 

Si =0, St r= O, . . . , Sm-i = O, *m = ^f 


On aura donc 

(99) Si— m 

toutes les fois que / sera multiple de m, et 

(100) Si=.o 

dans le cas contraire. Gela posé, on déduira immédiatement des for- 
mules (99) et (100) les propositions suivantes : 

Théorème XI. — La somme des puissances du degré /, pour les racines 
de l'équation (96), est égale au nombre m ou à zéro, suivant que l est ou 
n'est pa^ multiple de m. 

Théorème XII. — Si l'équivalence binôme 

(97) j:'»=i (mod. /?) 

admet m racines distinctes, la somme de leurs puissances du degré l sera 
équivalente, suivant le module p, au nombre m ou à zéro, suivant que l 
sera ou ne sera pas multiple de m. 

Concevons maintenant quc,/> étant un nombre premier, n un divi- 
seur de /> — I , a, 6, c, ... les facteurs premiers de /i, et X une fonction 
de a; déterminée par la formule (57), on réduise Téquation (85) ou 
l'équivalence (4) à l'équation (58) ou à l'équivalence (59). On trou- 
vera, eu égard k la formule (61), 

('^0 \ _ (g? »- I) U^- 1) ( J'c^ 1) . . . (x^- i). . . ^ 

puis on tirera : i** de l'équation (ici), en différentiant les logarithmes 


A L'ALGÈBRE ET A LA THÉORIE DES NOMBRES. 287 


des deux membres, 


' mâro^"*~*-+- {m — OéZi^^'^-'-j-. . ,-\-am-\ 


>m—l 


^0^7'"-+- aid:"*"*H-. . .-h am-iX H- a 


m 


nx 


»-l 


(loa) 


X' 


n a * 
- X 

a 

n 

o;*— I 


n 5~* 


X 


n 
6 


\ 


4- 


n ab ^ 

jn j 

ab ac 

1 


n, ac 


n c ' 

— X 

c 

n 

a^ — I 


n û * 


X 


bc 


X 


^* — 


I 


n 
X^^—l 


X 


bc 


n abc 
X 


— ! 


abc 


^*'**= — I 


2® de la formule (102), en développant les deux membres suivant les 
puissances ascendantes de - > 


/ m 

X 


(io3) / 


x« 


x^ 


X 


• I • • • 


="(-: 


X 


rt-Hl 


n 
a 

n 
b 

n 
c 


X 
X 

I 

X 


I 


x*" 


Ï-' 


X 


^fn+1 

T 

X " 

I 

.•^' 

I 


■•) 


-H! 


X' 


X « 


-H. 


/2 
«S 

n 
ac 


I 


I 


1 


ab 


X 


ab 


X 


( 


I 

h 

X 


X 


ac 


+ 1 




bc I or 


I 


-h 


I 


^''C ^ bc 


n / I 

— / h 


■+■ 


abci X Jl-^i j4- 




abc 


X 


'abc 


-+-1 


^ 
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Par suite, on aura 

(lOO) 


5/ = 0, 


si / n*cst divisible par aucun des nombres entiers 


, n n n 

(,o4) n, -, ^, -, 


n n 

— 1> — ' 
ao ac 


••, —y 


n 
bc 


n 
abc 


c'est-à-dire par aucun des termes renfermés dans le développement du 
produit (56). Mais, si le contraire arrive, alors, en nommant (o le plus 
grand des nombres (io4) qui divise /, on trouvera 

. . = N, 


Pour 

W=:n, . 

» 

n 
a 

» 

n 

» 

n 

c 

» 

f 


Si 


Si 


- >" ( -l\( l\ - 

a\ b)\ c) 

=-?('-5)('-ï) = 


N 


I — a 

N 
I — A 

N 

1 

I — C 


(io5) 



Cela posé, on déduira immédiatement des formules (loo) et (io5) les 
propositions suivantes : 

Théorème XIII. — Soient n un nombre entier quelconque, a^b^ c^ ... 
les facteurs premiers de /i, et faisons 


(56) 


-«(-â)(-i)(-j) 
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La somme des puissances du degré /, pour les racines primitives de V équa- 
tion 

sera nulle, si le degré l n'est divisible par aucun des termes que renferme 
le développement du produit ( 56 ) , c 'est-à-^dire par aucun des nombres ( i o4) . 
Mais, si, parmi ces nombres, on trouve un ou plusieurs diviseurs de /, il suf- 
fira de considérer le plus grand de ces diviseurs, puis de remplacer, dans 
son expression sous forme fractionnaire, les nombres /î, a^ b, c^ ... par 
les nombres N, i — a, i — b, i — c, ... pour obtenir la somme dont il 
s* agit. 

Théorème XIV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo- 
réme XIII, et p étant un nombre premier qui, divisé par n, donne i pour 
reste, la somme des puissances du degré /, pour les rcu^ines primitives de 
l'équivalence 

(3) ^7" = ! (mod.^), 

sera équivalente à zéro, suivant le module p, si l n'est divisible par aucun 
des nombres (io4). Mais, si, parmi ces nombres, on trouve un ou plusieurs 
diviseurs de /, il suffira de considérer le plus grand de ces diviseurs, puis de 
remplacer, dans son expression sous forme fractionnaire, les nombres n, 
a, b^ c, ... par N, i — a, i — è, i — c, ... pour obtenir une fraction 
équivalente à la somme dont il s'agit. 

Corollaire I. — Lorsque, dans le nombre n, chacun des facteurs pre- 
miers a, b, c, ... se trouve simplement élevé à la première puissance, 
on a 

(io6) n = abc, . ., 

et le plus petit terme de la suite (io4)» ou -^- — > se réduit à l'unité. 
Alors aussi la dernière des équations (io5) donnera 

(107) ^/=±i, 

le double signe devant être réduit au signe H- ou au signe — suivant 

OFMvres de C. — S. H, t. IX. 37 
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que le nombre des facteurs a, b, c, , .. sera pair ou impair; et la for- 
mule (107) subsistera toutes les fois que /sera premier à n. On pourra 
donc prendre / = i , et par conséquent la somme des racines priminves 
sera équivalente à ±1. 

Corollaire II, — Lorsque, dans le nombre /2, un ou plusieurs des 
facteurs a, A, c, . . . sont élevés au carré ou à des puissances supé- 
rieures, le dernier terme de la suite (io4), savoir —r > surpasse 

l'unité, et, si l'on désigne par / un nombre entier inférieur à ce terme, 
on aura 

(100) Si^nO. 

Donc alors, en prenant /= i, on trouvera 

(108) Sx— o. 

Ajoutons que, dans le cas dont il s'agit, l'équation (100) subsistera 
toutes les fois que le nombre entier / sera premier k /i, ou même à 

n 


abc, . . 

En remplaçant, dans le théorème XIV, n par y? — i, on en déduira 
immédiatement la proposition dont voici l'énoncé : 

Théorème XV. — Soient p un nombre premier quelconque, et a, />, 
r, . . . les /acteurs premiers de p—-i, La somme des puissances du degré /, 
pour les racines primitives du nombre p, sera équivalente à zéro, si l nest 
divisible par aucun des nombres 


(«09) 


( 

P '. 

P t P 
' a ' b 

I 
— > 

P » 

> 

c 

1 />-> 

ai' 

-> 

ac 

P ï 
bc 

• • 

abc 


. . ., 


Mais, si, parmi ces nombres, on trouve un ou plusieurs diviseurs de /, iV 
suffira de considérer le plus grand de ces diviseurs, puis de remplacer, dans 
son expression sous forme fractionnaire, p — i par le produit 


(^-(-j)(-i)(-à) 
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a par i — a, bpar i — 6, c par i — c, etc, pour obtenir une fraction équi- 
K'olente à la somme dont il s'agit. 

Corollaire L — Lorsque, dans le nombre/?— i, chacun des facteurs 
a, b, c, ... se trouve simplement élevé à la première puissance, la 
somme des racines primitives du nombre/? est équivalente à ih i, sa- 
voir à -h I quand les facteurs a, t, c, ... sont en nombre pair, et à — i 
quand ils sont en nombre impair. La même somme est équivalente à 
zéro, lorsqu'un ou plusieurs des facteurs a, 6, c, ... se trouvent, dans 
le nombre/? — I, élevés au carré ou à une puissance supérieure. C'est, 
au reste, ce que Ton savait déjà. Mais on peut ajouter que, si Ton dé- 
signe par /un nombre premier à/? — i, ou même à ^nr—^' la somme 

des puissances du degré /, pour les racines primitives du nombre p, 
sera toujours équivalente à la somme de ces racines. 

Pour montrer une application du théorème XV, supposons /? = 19. 
Dans ce cas, le nombre 

aura pour facteurs premiers 2 et 3. On pourra donc supposer a = 2, 
i = 3, et la suite (io4) renfermera seulement quatre termes, savoir 

Q 18 18 . 18 . 

'^' "2=^' y^' ^73="^- 

On trouvera d'ailleurs 

I — a = — I, I — b:=z — 2. 

Donc, en vertu du théorème XV, la somme des puissances du degré /, 
pour les racines primitives de 19, sera équivalente à zéro, suivant le 
module 19, si / n'est pas divisible par 3. La même somme deviendra 

équivalente à 6, si / est divisible par 1 8, à —- = — 6, si / est divisible 
par — = 9, a ~~ = — J, si / est divisible par -^ = o, ennn a 
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si / est divisible par 3. Effectivement, les racines primitives du nombre 
19 sont 


et Ton trouve 


2, 3, 10, i3, i4, i5, 

2 -4-3 -+- 10 -hi3 -hi4 ~Hi5 =6 
2« _^ 3« + io« -h i3« -h i4' -+- 15* = 

2* H- 3* -I- 10* -h l3* H- l4* 4- l5* =£H o 

2* -h 3« 4- 10» H- i3» -h i4» -h i5» = o 
2' -+- 3» -h 10» -h i3» -+- 14' -h i5» -^ 3 

2l5^_ 3U4_ ,oi»-h i3»»-h i4**-h l5»'=£I 3 


2« -h3« -MO» 4-i3« -+-i4* H-i5« =—3, 
2IÎ-+. 3"-f- 10^--+- 13»«4- 14*»-4- i5»«^ — 3, 

» 

2' 4-39 -+-10» -h 13» -hi4' +15» E- — 6, 

• » 

ai»4- 3184- iot»-H i3'«-+- i4"-f- i5«"=r 6, 


(mo(l.i9), 


Théorème XVI. — Supposons , comme dans le théorème X, que l'on dé- 
signe para^^ a, , . . ., a^,,,,, a„^ des quantités entières^ par 


^\y 


lu 


• • • > 4/«— 1» ^ 


/;i 


les racines de r équation 


(85) 


./«— 1 


aoX"*-f- a, j:'"-»-+-. . .4- a^g-ij:- -h a,„i_ ^, 


o, 


par p un nombre premier supérieur ou égal à m, et que V équivalence 


{h) 


a^x"^~\- rtiJ:'"-*-J-.. .4- a,„_,^ -f- a;„E^o (mod./;) 


admette m racines distinctes représentées par 


.rj, J7j, • . •, *r;„_j, vZ* 


ni' 


Soient d* ailleurs 


*(;i> ^î, • .-. Im) 


une fonction entière à coefficients entiers ou rationnels, mais non symé- 
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trique, des racines de l'équation (85), ou de plusieurs d'entre elles, et M 
le nombre des valeurs distinctes que cette fonction peut acquérir en vertu 
d'échanges opérés entre les racines $, , $2, . . ., $,„. Désignons par 


-'i> "«^ii 


• • » 


y» 


ces mêmes valeurs, et par 


W|, «J, 


f'M 


les quantités dans lesquelles elles se transforment, quand aux racines Ç,, 
^2* • • •» 5m de l'équation (85) on substitue les racines a?,, x^f ..., x^ de 
r équi\^alence (4). Enfin soit 


(110) 


u^-^ Aia"~*-h- A, «*•-*+. . .4- Ah-i'' -j- Aii= o 


l'équation qui a pour racines u,, u^, . . ., u„. Les coefficients A», Aj, . . ., 
Aj, seront entiers ou rationnels, et l'équivalence 

(m) a"-f- A|M"-*-+- A|M"-*-f-. . . -i- Aii_,w 4- Aii = o (mod./?) 

aura pour racines u^ , 1/3, . . ., i/j,. 

Démonstration. — Comme, dans l'hypothèse admise, on aura identi- 
quement 

(113) (a — -j,) (« — -j,). , .(m — •j||)^= m"h- a, m*"* -h. . .-h Am-i« -h Am 


et, par suite. 


(ii3) 


Al =—(u,-hy, 
A, ='j,u,-i- vi'jj 


. H- '-'m), 


•J|*JH 


-'M-l'-'M, 


il est clair que A,, A^, Aj, seront des fonctions symétriques de $,, 
$2» ..-» $//i à coefficients entiers ou rationnels, et par conséquent des 

fonctions entières des rapports — > — > ...,__ îîl. Donc A,, A^, . . ., A^ se 

réduiront à des quantités entières ou rationnelles. De plus, si, dans les 
seconds membres des équations (i i3), on remplace u,, u^, . .. , Uj, par 
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//,, Wj, . . . , Wj,, ces seconds membres, qui étaient des fonctions symé- 
triques des racines de Téquation (85), se transformeront en des fonc- 
tions semblables des racines de l'équivalence (4)- Or il suit évidem- 
ment de cette remarque, qu'en omettant les multiples de />, on aura 
encore 


(•i4) 


Al ^ — ("i -{- W2^-• • •-+- "m) (niod.yo), 


Donc la formule 

(ii5) (m — //,) (w — Wj). . .(w- -mm) = m"4-Ai w"~*-+-. . .4-AM-|M-f-A|| (mod.^) 

subsistera, quel que soit w, et l'équivalence 

(i i6) (u — ttj) {u — Uf). . .(« — «m) =3 o (mod. />), 

qui a pour racines «/,, u^, . . . , a„, pourra être présentée sous la forme 

(117) u^-h AiM**-*-!- \iU^-'-^, . .4- Aji-i" H- Am =:o (mod. p). 

Au reste, le théorème XVI est compris, comme cas particulier, dans 
un théorème plus général, que l'on démontrerait de la même manière, 
et dont voici l'énoncé : 

Théorème XVII. — Soient 

(118) 

Co^'"' -h c, z"^'-^ 4- ... -h c,„-_, 5 -h Cm'— o, 


diverses équations algébriques, la première du degré /w, la deuxième du 
degré m\ la troisième du degré m\ . . . e/ dans lesquelles 
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désignent des quantUés entières, ou même des quantités rationnelles. Soient 
d'ailleurs 

les racines de ces disperses équations, et 

(119) ^(çi, ?„ .. ., l,n\ tîi, mj, . .., tïm-; Cl, Cj, . .., ?/«•; .. .) 

une fonction entière de ces racines, à coefficients entiers ou rationnels. 
Représentons par M le nombre des valeurs distinctes que la fonction (119) 
peut acquérir, en i^ertu d* échanges opérés entre les racines de chacune 
des équations (118), par 

(«20) u„ y„ ..., um 

ces mêmes valeurs; et soit 

(lai) «"-H AjW^-*-!- AjW^-*-h. . .-h Am-iW-H Am— o 

l'équation qui a pour racines u, , Uj, . . . , Uj,. Enfin supposons que, p étant 
un nombre premier supérieur ou égal au plus grand des nombres m, m' , 
/w", ..., les équivalences 

ao^'"-Ha,j?'"-* -h. . .-\-am-\^ + a^ ~ o (mod. p), 

^o7'"'h- ^i7"*~*-H. . . -h b,n'^yy -h b,n ^ o, 
(122) '. 


admettent, la première m racines distinctes x^, x,^, . . , , x^, la deuxième 
m* racines distinctes J^m Jj» ...» J^m» '"^ troisième m" racines distinctes z^ , 
5j, .... 5^; e^ soient 

(I23) M,, «„ ..., Mm 

les quantités dans lesquelles se transforment u,, u^, . . . , u^,, quand, aux 
racines des formules (118), on substitue les racines des formules (122). 
L'équivalence 

(124) «"-h Ail/" "*H- A,m"-*4-. . .H- Am-i« -f- Am^o (mod. p) 

aura pour racines w, , i/^, . . . , //j,. 
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Corollaire. — Si Texpression (119) devenait une fonction symé- 
trique des racines de chacune des équations (118), elle aurait pour 
valeur une quantité entière ou rationnelle U, et les formules (121), 
(124) se réduiraient, la première à 

(laS) u — U—o, 

la seconde à 

(136) M — lJ = o (mod. /?). 

Alors, en écrivant F au lieu de $, on conclurait du théorème XVII que 
l'équation 

(12") r (Çi, Ç2> • • • » S/«5 "^Xt "^ly • • • t ''îm'f Cl» Cï» • • •» C//»*; ...)=: L 

entraine l'équivalence 

(1-28) F(x„x„ ..., a-,;, ;/!,/„ ...,7,„';5,,5j, ...,5,„-; ...) = U (mod./?). 

Dans le cas particulier où les équations (i 18) se réduisent à une seule, 
la formule (128) se confond avec l'équivalence (8^). 

Nous remarquerons, en terminant cet article, que le théorème III 
fournit un moyen facile de résoudre l'équivalence binôme du premier 
degré 

(139) kxz^k (mod. /i), 

ou, ce qui revient au même, de calculer la vîileur de x déterminée par 
la formule 

(i3o) •*'— 7 (mod. n)y 

k 

n étant un nombre entier quelconque, et /i, k désignant deux quantités 
entières, dont la seconde ne soit pas multiple de n. En effet, nommons 
a, b, c^ ... les facteurs premiers de w, en sorte qu'on ait 

En vertu du théorème III, les binômes 

,_^a-I^ i-A^-», i-A*^-», ... 
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seront divisibles, le premier par a, le deuxième par 6, le troisième par 
r, . . . ; par conséquent, le produit 

- (I — A-«-')«(i — A-^-»)P (i — k^-^)y. . . 

sera divisible par n = a^b^c^ Donc, si Ton fait, pour abréger, 

(i3i) (i — A-«--«)« (I — Â''^-»)P (i — A'^-»)r. . . =z I — /K, 

on aura 

(182) 1 — AK = o (mo(J. /i) 

ou 

(i33) K == -r (mod. n) 

et, par suite, 

(i34) vr = AK (mod. /£). 

Or, la quantité K, que détermine la formule (i3i), étant évidemment 
une quantité entière, la valeur ^Kde x sera entière elle-même et four- 
nira la solution de l'équivalence (129). Cette remarque est due à 
M. Binet. Lorsque le nombre n se trouve réduit à un nombre pre- 
mier/?, Téquation (i3i) donne simplement 

(i35) K=hA/'-« (mod./?). 

Donc alors on véritîe l'équivalence 

(i36) kx^h (mod./?) 

en prenant 

(187) x^hkP-^ (mod. />). 
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SUR LA 


RÉSOLUTION DES ÉQUIVALENCES 


DONT 


LES MODULES SE RÉDUISENT A DES NOMBRES PREMIERS. 


§ I. — Considérations générales. 

Soit/> un nombre premier quelconque» et considérons l'équivalence 

(i) ao^m-H«i^'""*-hai:F"*-*-i-. . .-H«m-i^4-am=o (mod./?), 

dans laquelle m désigne un nombre entier, et ao, a,» a,, . . . , a,„-f , a^ 
des quantités entières, ou même des quantités rationnelles qui aient 
pour valeurs numériques des fractions dont les dénominateurs ne 
soient pas des multiples de/>. Il est clair : i** qu'en multipliant la for- 
mule (i) par le produit de ces dénominateurs, on réduira les coeffi- 
cients des diverses puissances de a? à des quantités entières; 2** qu'a- 
près cette réduction on pourra supprimer tous les termes dans lesquels 
les coefficients seraient divisibles par p. On obtiendra ainsi une nou- 
velle équivalence d'un degré égal ou inférieur à m, dans laquelle tous 
les coefficients seront entiers; et si, dans cette nouvelle équivalence, 
tous les termes étaient divisibles par x ou par une puissance entière 
de Xy la division du premier membre par cette puissance ne change- 
rait ni le nombre ni les valeurs des racines distinctes et non divisibles 
par/?. On saura donc déterminer ces racines dans tous les cas pos- 
sibles, si l'on parvient à résoudre Téquivalence (i), dans le cas où ao» 
a,, «2, ,.., ûr,^_i, Cm représentent des quantités entières dont la pre- 
mière et la dernière ne sont pas divisibles parp. D'ailleurs, si, dans lo 


F 
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cas dont il s'agit, on nomme A,, A,» ... , Am_,, A„ des quantités en- 
tières déterminées par les formules 

(2) ^sA„ J^A , ?^sA„.„ ^sA„, (mod./>), 

on pourra réduire l'équivalence (i) à la suivante 

(3) a:'"-f-Aia7"»-*-f-A,j?~~*H-...-i-A,„_iir-+- A,„=o {mod. p), 

Am n'étant pas divisible par p. Enfin, comme on a, pour toute valeur 
entière de x non divisible par/?, 

(4) ûcP-^^i {mod. p) 

et, par conséquent, 

(5) ^^f/»-»— 1, 

k étant un nombre entier quelconque, on pourra évidemment, dans 
l'équivalence (3), substituer, à ceux des exposants /w, m — i , ... qui 
seraient supérieurs à p — 2, les restes de leur division par/> — i . Donc 
on peut, dans la formule (3), supposer le degré m inférieur kp — i. 

Concevons maintenant que, les quantités a^, a,, . . . , a„_t, a,^ étant 
entières, et le nombre m inférieur àp — i, ou seulement à/>, l'on fasse, 
pour abréger. 

L'équivalence (i ) pourra s'écrire comme il suit 

(7) t(x)~o (mod. /?), 

et, si l'on désigne par r une racine quelconque de cette équivalence, 
on aura identiquement 

(8) f(x) = f(r)-f-(x-r)r(r)-i-(a7-r)«i^^^ +. . . + (0; - r)^ /"^^ . 

i.a ' 1.2.3. . . m 

D'ailleurs ¥(x) désignant une nouvelle fonction entière de a? a coeffi- 
cients entiers, nous dirons que l'équivalence (7) peut être présentée 
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sous la forme 

(9) F(j:)-=o (mod. /?), 
si l'on a, quel que soit Xy 

f(j^)E-F(x) (mod. />). 

Cela posé, s'il arrive que la quantité r soit une racine, non seulement 
de l'équivalence (7), mais encore de chacune des suivantes 

(10) r(j:):zo, rOr)L-o, ..., f('-»)(a;) = o (mod./?), 

en sorte qu'on ait tout à la fois 

(n) f(r)E:=o (niod. /?) 

et 

(12) r(r)=-o, r(/-) = o, ..., f('-»)(/-)=o (mod./7), 

la lettre i désignant un nombre entier, l'équation (8) donnera, pour 
une valeur quelconque de x^ 

f(x) ^ (X - ry ~^^^-^. -H (^- r) !^^ V-l -h. .. 

Li.a.3...t 1 .2.3. . .1 (i-f- 1) 

OU, ce qui revient au même, 

(i3) f(^) E= (.r — /•)'■ 9 (.r) (mod./?), 

9(0?) désignant une fonction entière, à coefficients entiers (*), et du 
degré m — ï, déterminée par la formule 

(i/i) cp(a:)==-!-^^.4-(.t'-/-) ^^T :,^^r-+...-h(^-r)^-' ^^ - 

^ 1.2.3. ..i 1.2.3. . ./(i -hi) ' 1.3.3. ..m 

(') 11 ost aisé de rcconnaltro que les coefficients des diverses puissances de x — r, 
dana le second membre de l'équation (8), savoir 

, , r(r) r(r) f'^r) 

1 i.'J. 1.2. 3... m 

se réduisent toujours à des quantités entières, et que ces quantités sont divisibles par p, 
quand les fractions qui les représentent offrent des numérateurs divisibles par p. 


SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUIVALENCES ETC. 301 
Par conséquent, on pourra présenter Féquivalence (7) sous la forme 

(i5) (jc — r)'(p(a:) = {mod. p) 

et considérer cette équivalence comme offrant un nombre ide racines 
égales à r. Les autres racines devant nécessairement vérifier la formule 

(16) <p(a:) = o (mod./?), 

dont le degré est m — 1, il est clair que, dans l'hypothèse admise, l'é- 
quivalence (7) admettra au plus m— ï-4-1 racines distinctes dont 
Tune sera la quantité r. 

Réciproquement, si l'équivalence (7) peut être présentée sous la 
forme 

(i5) (x — r)'9(a7) = o (mod./?), 

o(œ) désignant une fonction entière de x, à coefficients entiers et du 
degré m-— i', on en conclura que les conditions (12) sont remplies. 
Alors, en effet, on aura identiquement 

(i3) f(^) = (^• — r)'<p(^) (mod./?) 

ou, ce qui revient au même, 

(17 ) f(x) =r (a: - r)' 9(07) -+- X W, 

•/(a?) étant une fonction entière et à coefficients entiers,, qui devra vé- 
rifier, quel que soit a?, la formule 

(18) x{^)^o (mod./?). 

D'ailleurs, la fonction x(^) étant, ainsi que les fonctions f(x) et 
(x — ry9(a?), d'un degré m inférieur à/>, la formule (18) ne pourra 
subsister, quel que soit x, à moins que les coefficients des diverses 
puissances de x dans le premier membre ne soient divisibles par y?. 
Car, dans le cas contraire, cette formule offrirait l'exemple d'une équi- 
valence qui admettrait plus de racines distinctes que son degré ne 
renferme d'unités. On aura donc nécessairement 

(»9) X(^)=P^(^)^ 
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y (a?) désignant une fonction entière de a? a coefficients entiers, et la 
formule (17) donnera 

(20) {(x) = (a: — ry<f(a:) -h/? +(x). 

Or, en différentiant cette dernière équation i fois de suite par rapport 
àar, et posant après les différentiationsa7 = r, on retrouvera précisé- 
ment les formules (12). On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Pour que l'équivalence (7) d'un degré m inférieur àp 
Duisse être présentée sous la forme (i5), 1 désignant un nombre entier et 
ç(a7) une fonction entière, à coefficients entiers, du degré m — i, iZ est 
nécessaire et il suffit que les conditions (11) et (11) soient vérifiées. 

Scolie. — Le théorème I ne subsisterait plus si le degré m du poly- 
nôme î(x) devenait supérieur ou même égal à p. Supposons en effet 
que, le nombre m étant égal à /?, la lettre r désignant une quantité 
entière, la lettre 1 un nombre supérieur à l'unité, et Texpression ç(a:) 
une fonction entière de x du degré/? — 1, Ton prenne 

(21) f(x) = (a: — rY ff{x)'^œP — x. 

Comme on aura, quel que soit x (en vertu du théorème de Fermât), 

(aci) xP — x^o (mod.;>) 

* 

et, par suite, 

f(x) = (x — r)'(p(^), 

l'équivalence (7) pourra être présentée sous la forme (i5), tandis que 
la valeur de r(r) tirée de la formule (21) sera 

r(/) zz: /?/•''-* — i~ — i (mod./>). 

Nous avons remarqué ci-dessus que, dans le cas où l'équivalence (7), 
d'un degré m inférieur àp, admet i racines égales à r, le nombre des 
racines distinctes de cette équivalence ne peut surpasser/w— i-h kC/w. 
Ce cas n'est pas le seul dans lequel le nombre des racines distinctes de 
l'équivalence (7) devienne inférieur au degré /w, et il peut même 
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arriver que cette équivalence soit complètement insoluble. Ainsi, en 
particulier, puisque toute valeur entière de a?, non divisible par 3, vé- 
rifie la formule 

07*= 1 (mod.3), 

il est clair que 

d7* = 2 (mod.3) 

n'a point de racines. 

Nous allons maintenant rechercher le nombre des racines distinctes 

de l'équivalence (7), nombre qui, comme on vient de le voir, peut 

devenir inférieur a m, ou même se réduire à zéro; et, pour y parvenir, 

nous commencerons par résoudre le problème suivant : 

Problème. — Etant données deux fonctions entières et à coefficients 
entiers 

dont les degrés m et l^m ne surpassent pas le nombre premier />, et le 
nombre des racines distinctes de l'équivalence 

(7) f(j?) = o (mod./?) 

étant supposé précisément égal au degré m de cette équivalence, on de- 
mande une nouvelle fonction entière et à coefficients entiers ç (a:) telle- 
ment choisie que le degré de cette fonction coïncide avec le nombre des 
valeurs distinctes de x propres à vérifier simultanémera les deux for- 
mules 

(a3) f(x) = o, fj(j7)=o (mod./>), 

et que chacune de ces valeurs vérifie encore l'équivalence 

(24) 9(x) = o (mod./?). 

Solution, — Si, dans chacune des fonctions f(:r), ï^{x), le coefiî- 
cicnt de la plus haute puissance de x ne se réduisait pas à l'unité, on 
pourrait, en supposant ce coefficient divisible par p, supprimer le 
terme qui le contient, ou, dans le cas contraire, substituer aux coeffi- 
cients des différents termes, à l'aide de formules semblables aux for- 
mules (2), de nouveaux coefficients dont le premier serait l'unité, 
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sans altérer ni le nombre ni les valeurs des racines distinctes de cha- 
cune des équivalences (23). Par conséquent, dans le théorème ci-des- 
sus énoncé, on pourra toujours supposer les fonctions f(a7), f|(^) 
réduites à la forme 

(a5) H^) = -27"* -h Aia:'"-»^- A,x'"-*-h. . .-h A,„_, x -h A„, 

(26) f,(a?)L .r' -+-Bix'-» -f-BjO:'-» -h...-hB/_iar -h B/, 

A|, A2, . .., A;„_,, A;„; B,, Bj, .. ., B/_,, B/ désignant des quantités en- 
tières. Soient maintenant Q le quotient et R le reste de la division du 
polynôme f(^) par le polynôme f|(^). Q et R seront des fonctions 
entières et à coelRcients entiers, Tune du degré m — l, l'autre d'un 
degré inférieur ou tout au plus égal à /— i, en sorte qu'on trouvera 

(27) R:=iCoa:'-*-+-c,j;'~*-|~. . .H- C/-,x -h C/-,, 

c^, c,, . . ., c^_2» ^i-\ désignant des quantités entières. De plus, comme 
on aura généralement 

(28) f(^) = Qfi(^r)4-R, 

on en conclura 

(29) f(x) = Qf,(.r) (mod./>) 


si les quantités 


c^j Cl, . . ., C/_j, r/_i 


sont toutes divisibles par />, c'est-à-dire si elles vérifient les condi- 
tions 

(3o) Cq^o, Cj^o, ..., c/_,^o, c/_in=o (mod./>). 

Dans ce cas particulier, l'équivalence (7) du degré m pourra être pré- 
sentée sous la forme 

(3i) Qf,(.r)i=o (motl./?), 

et, comme le nombre de ses racines distinctes sera précisément égal 
au nombre m, on conclura du théorème II de l'article précédent que 
Téquivalence 

(32) fi(a:)E3 (mod.p) 
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admet à son tour autant de racines distinctes que son degré /renferme 
d'unités. Alors aussi toutes les racines de la formule (32) vérifieront 
en même temps la formule (3i) ou (7), et, par conséquent, on pourra 
prendre 

(33) 9(^) = fi(^-). 

Si les conditions (3o) ne sont pas toutes remplies, alors, en dési- 
gnant par C/_^.| le premier des coefficients 

Cq, Cl, •••, C/_j, C/_i 

qui ne sera pas multiple de p, et par C,, C^, ..., C^-i, Ca des quantités 
entières déterminées à l'aide des formules 

(34) -^^^C„ J=^=C„ ..., ~^^C, (mod./;), 

on trouvera 

(35) R = C/_jfr_,(a:*-HC,jr^-*-+-C2^*-*-H...4-Cifr-,xH-(:;t) (mod./?); 
puis, en faisant, pour abréger, 

on tirera des formules (28) et (35) 

m 

(3;) f(ar) = Q f,(a7) -4- c/«^._, U{x) (mod./>). 

Or il résulte évidemment de la formule (37) que toute valeur de x, 
propre à vérifier simultanément les équivalences (23), vérifiera encore 
la suivante : 

(38) U{x)~o (mod./?). 

Soient maintenant Q, le quotient et R^ le reste de la division du po- 
lynôme f, (^) par le polynôme ï^i^). Q, et R< seront des fonctions 
entières, Tune du degré / — ^, l'autre d'un degré inférieur ou tout au 
plus égal à ^ — I, en sorte qu'on trouvera 

(39) R, = ^oJ^^"*-+-^l-^*"--^- • .-+-fl^A-,^-+-£/x_ï, 

OEuvretdeC.— S. II. t. IX. 39 
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r/of ^1» û?a, . .., rf^_2, rf^-i désignant des quantités entières. De plus, 
comme on aura généralement 

(4o) fi(^) = Qif,(^)-4-Ri. 

on en conclura 

(40 fi(^)^Qif«(^) (mod./>), 

si les quantités 

sont toutes divisibles par /i, c'est-à-dire si elles vérifient les condi- 
tions 

(42) dgiE=Oy di^o, ..., </^_5^o, e/x_i^o (mod./7). 

Dans ce cas, on tire de la formule (37) 

(43) f(j^) = (QQ, + c/_*-,)f,(^). 

Par conséquent, l'équivalence (7) pourra être présentée sous la forme 

(44) (QQ,-4- c/,*-,) U{x) == o (mod.p); 

et, comme elle offre, par hypothèse, autant de racines distinctes que 
son degré m renferme d'unités, l'équivalence 

(38) f8(;r) = o (mod./?) 

jouira encore de la même propriété (ixnr le théorème II de l'article 
précédent). D'ailleurs, en vertu des formules (4i) et (43), toute va- 
leur de X propre k vérifier l'équivalence (38) sera évidemment une 
racine commune aux deux équivalences (23). Donc, si les condi- 
tions (42) sont remplies, on pourra prendre 

(45) 9(x)=:f,(a?). 

Si les conditions (4^) ne sont pas toutes remplies, alors, en dési- 
gnant par rf^-^-i I<^ premier des coefficients 
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qui ne sera pas multiple de/>, et par D,, D,, .... D/,.\, D/, des quan- 
tités entières déterminées à l'aide des formules 

(46) ;^sl)„ ^--*ii^D„ .... /^^ = D>, (mod.p), 
on trouvera 

V 

puis, en faisant, pour abréger, 

(48) f,(x) = x''4- I), j:*'-» 4- I),x'-«-f-. . .-+- Da^jO: 4- D^, 

on tirera des formules (4o) et (47) 

(49) Ui^) = Qi Ui^) -+- rfifc-/i-i U{J^) {mod.p). 

Or il résulte évidemment de la formule (49) que toute valeur entière 
de X propre à vérifier simultanément les formules (32) et (38) véri- 
fiera encore la suivante : 

(50) f,(j:)~o (mod./?). 

En continuant de la même manière, on déduira successivement des 
fonctions données f(iF), f|(^) une suite de nouvelles fonctions 

(5i) U{^)f U(^)f "f 

dont la dernière sera précisément la valeur cherchée de 9(0?). Pour 
obtenir ces nouvelles fonctions, il suffît d'opérer comme si l'on se pro- 
posait de trouver le plus grand commun diviseur algébrique des deux 
polynômes f(ir), f^œ), de supprimer dans le reste de chaque division 
tous les termes dont les coefficients sont des multiples dep, de réduire 
ensuite le coefficient de la plus haute puissance de a? à l'unité, et les 
autres coefficients à des nombres entiers à l'aide de formules sembla- 
bles aux équivalences (34)» (4^)» etc., enfin de s'arrêter au moment 
où cette réduction ne peut plus s'effectuer, c'est-à-dire au moment où 
l'on obtient un reste dont tous les coefficients sont des multiples de p. 
Si l'on désigne par R,_, ce dernier reste, ce sera le reste précédent 
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R/_2, ou plutôt la fonction f/(^), qui fournira la valeur cherchée de 
^(x), en sorte qu'on pourra prendre 

(52) o(œ) = îi(jr). 

Si tous les restes successivement obtenus offraient des coefficients 
non divisibles par/?, en sorte que le dernier reste, représenté par une 
quantité constante, fût lui-même non divisible par/i, on pourrait affir- 
mer que les équations (aS) n'ont pas de racines communes. 

Le problème ci-dessus énoncé étant ainsi résolu, il sera facile de 
trouver, pour l'équivalence (7) dont le degré, par hypothèse, est infé- 
rieur à/i, le nombre des racines distinctes et non divisibles par/?. En 
effet, puisque, en vertu du théorème de Fermât, tous les termes de la 
suite 

(53) I, 2, 3, . . ., p — I 

vérifieront la formule 

(54) .r/»-»— i==o (mod,p), 

les racines dont il s'agit se confondront évidemment avec les racines 
communes aux deux équivalences (7) et (54)- Cela posé, il suffira 
d'opérer comme dans le problème précédent, en substituant aux deux 
fonctions f(^), f|(^) les deux fonctions x''^* — i, f(^), pour obtenir 
une équivalence nouvelle 

(55) 9(,r) = o (mod./?), 

qui sera vérifiée par ces mêmes racines et seulement par elles. Le 
degré de cette nouvelle équivalence représentera donc le nombre des 
racines de la formule (7) distinctes et non divisibles par/i. 

Si k l'équivalence (.)4) on substituait l'équivalence (22), la for- 
mule (55), obtenue par la méthode que nous venons d'indiquer, four- 
nirait les racines distinctes de la formule (7), dans le cas même où 
l'on supposerait le premier membre de cette formule divisible par oc 
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OU par une puissance de or, c'est-à-dire dans le cas même où cette for- 
mule admettrait des racines divisibles par/i. 

Si l'équivalence (7) n'admettait point de racines, les équivalences 
(7) et (22) n'auraient point de racines communes, et l'on en serait 
averti par le calcul même, conformément à la remarque que nous 
avons faite ci-dessus. 

Si la formule (7) n'admet qu'une seule racine distincte de zéro, 
l'équivalence (5.5), déduite de la considération des formules (7) et 
(5i), sera du premier degré seulement, et fera connaître la racine 
dont il s'agit. 

Pour montrer une application des principes que nous venons d'éta- 
blir, cherchons combien l'équivalence 

(56) x^—œ-hi^o (mod.y) 

admet de racines distinctes, ou, ce qui revient au même, combien il y 
a de racines communes entre cette équivalence et la suivante : 

(07) ûT^ — i^o (mod.7). 

On trouvera, en effectuant la division de a:* — i par a?' — ar 4- 1, 

puis, en effectuant la division de j?' — j: -h i par x^ — ix, 

jc^ — x-hi== (j?' — ix){x '\- 1) -h3jF-H I 

zii{x^—ix){x-^i)-\-Z{x-\'\) 

ou, ce qui revient au même, 

Enfin x^ — IX sera exactement divisible par j? — 2, ou, en d'autres 
termes, le reste de la division de x^ — ix par x — 1 sera équivalent à 
zéro, puisqu'on aura 

X^ — 'JiX ^:i(x — l)x. 

Donc la formule (5G) n'admettra qu'une seule racine distincte de zéro, 
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et fournie par Téqui valence j? — 21 -o (mod.7) ou 

(58) xr^2 (mod.7), 

ce qui est exact. 

Dans l'exemple que nous venons de choisir, on pourrait simplifier le 
calcul en observant que le polynôme x- — ix est évidemment le pro- 
duit des deux facteurs ^r, a? — 2, et que le second de ces deux facteurs 
est le seul qui divise le polynôme 

X* — j: -t- I ~ (x — 2) (j:*-+- ad:-h 3), 

On doit immédiatement en conclure que la formule (^7) a pour racine 
unique le nombre 2. 

Cherchons encore combien l'équivalence 

(69) a?'-hx-hi = o (mod. Il) 

admet de racines distinctes, ou, ce qui revient au même, combien il y 
a de racines communes entre cette équivalence et la suivante : 

((io) d7»°--i = o (mod. II). 

Dans ce cas, on trouvera successivement 

J^.10_ I r^- ( jrr» _j- j;: -|_ I ) ^ J^T X^ — J?* -h J?' "f 2 J?* 3) — 2 X* -+" 3 J? -+" 2 

=zr (X^ -4- X -4- l) ( J?" — J?' — j:^ -t- x' -+- 2X' — 3) — 2 (x* -h 4^ — 0» 

x^-\' X -^ \ z— (x'-h- l\x — i) (x — 4) -f- iSx — 3 

=? (x'-4- 4-p — (^ — 4) -+- ï8(x — 2), 

x*-+- 4-»^ — I ^^- (^ — - 2) {x -t-6). 

Donc la formule (Sq) aura encore pour racine unique le nombre 2. 

La méthode exposée dans ce paragraphe ne diffère pas de celle que 
M. Libri a donnée dans le Tome I de ses Mémoires. Lorsqu'on applique 
cette méthode à la recherche de l'équivalence de condition qui doit 
être vérifiée pour que deux équivalences aient au moins une racine 
commune, on se trouve précisément ramené k la formule (iG) de la 
page iG4 du Volume I des Exercices (*). 

( » ) CEuvrcs de Cauchy, S. U, T. VI, p. jîo;. 
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§ IL — Sur la résolution des équivalences binômes. 

Supposons que la formule (7) du paragraphe précédent se réduise à 
une équivalence binôme ou de la forme 

j?'^4-K = o (mod.p), 

K désignant une quantité entière non divisible par/?. 

Si l'on écrit — A au lieu de 4- K, cette équivalence deviendra 

x*»— A==o (mod.p) 

ou, ce qui revient au même, 

(1) ^'"^A (mod./?). 

Soit d'ailleurs r une racine primitive de l'équivalence 
(q) a7P-* = i (mod./?). 

La quantité A = — K, n'étant pas divisible par p, sera équivalente, 
suivant le module f^, à l'un des termes de la suite 

(3) I, r, r\ .... rP-^ 

(voir le théorème Vil de l'article précédent, scolies I et II), en sorte 
qu'on pourra supposer 

(4) A = r' (mod.;^), 

l'exposant 1 étant l'un des nombres 

(5) o, I, 2, . . ., p — 2. 

11 y a plus; si, deux de ces nombres étant représentés par 1 et par y. 

Ton suppose 

7 -il, z^j (mod./^ — i) 

ou, ce qui revient au même, 
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r, w désignant des nombres entiers quelconques, on trouvera 

et comme, i, j étant inférieurs à /> — i, les deux puissances r', W ne 
pourront devenir équivalentes suivant le module p qu'autant que Ton 
aura i =j\ il est clair que la formule 

(6) ry^r- (mod./)) 

entraînera toujours la suivante : 

(7) 7 = -=^ (mod./> — i). 

Cela posé, comme l'équivalence (i) n'admettra point de racines divi- 
sibles par /?, on pourra supposer encore 

(8) j^=r« (mod./>), 

puis on tirera des formules (i), (4)» (8) 

(9) pmu^^ (mod./?) 

et, par conséquent, 

(10) mu^i (mod./>— i) 

ou, ce qui revient au même, 

(u) /?JW=:£ -h (p — l)ç, 

(' désignant un nombre entier. Donc, pour que l'équivalence (i) soit 
résoluble, il sera nécessaire et il suffira qu'on puisse satisfaire par des 
valeurs entières de // et de r à l'équation (ii); par conséquent, il sera 
nécessaire et il suffira que le plus grand commun diviseur de m et de 
p — I divise i. Soit n ce plus grand commun diviseur. La formule 

(i'^) r" E= I (mod./?), 

qui peut être remplacée par la suivante 

(i3) A " = I (rnod./?). 
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sera ou ne sera pas vérifiée, suivant que i sera divisible ou non divi- 
sible par n. Donc la formule (i3) exprimera la condition nécessaire et 
suffisante pour que l'équivalence (i) puisse être résolue. 

Supposons maintenant que la condition (i3) se trouve remplie, et 
désignons par u une valeur particulière de l'inconnue u que détermine 
la formule (lo). La valeur générale de la même inconnue sera 

(i4) ii = L»±:£-=^A, 

n 

h désignant un nombre entier quelconque, et ce nombre pourra être 
choisi de manière que u soit positif, mais inférieur à ^~" - Cela posé, 
concevons que u représente la plus petite valeur de u. Les nombres 

(iD) U, u-H^- ) \}-\-l- j •••> u H- (/i — i)i- 

/* n n 

seront les valeurs de u inférieures à/i — i, et la formule (i) admettra 
les racines 

(i6) f^y r " , r «,..., r « , 

qui seront toutes distinctes les unes des autres. Donc le nombre de 
ces racines distinctes sera précisément n. 

Lorsqu'on suppose /w = 2 et /> > 2, on trouve /i = 2, attendu que 
/> — I est nécessairement pair. Alors la condition (i3) se réduit à 


(17) A * = I (mod./?). 

D'ailleurs, p étant un nombre premier impair et A un nombre entier 
non divisible par/?, on aura généralement 

(18) A''-* = i (mod./?) 
ou, ce qui revient au même, 

(a~^-i/(a~^-+-i/so (mod.;^) 

ORuvre» de C, — S. II, t. IX. 4o 
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et, par conséquent» 

(17) A * ~ I (mod./?) 

OU 

(19) A ' =1 — 1 (mod.p). 

Donc l'équivalence 

(20) j?*H^A (mod./?) 

aura deux racines distinctes ou n'en aura aucune» suivant que l'expres- 
sion 

(21) A « 

sera équivalente, suivant le module/?, à 4- i ou à — i. 

Si Ton suppose /w = 3, le plus grand commun diviseur n des 
nombres m oi p — j sera 3 ou i, suivant que p, divisé par 3, don- 
nera pour reste i ou —i. Dans le premier cas, la condition (i3) 

deviendra 

p-i 

(22) A ' =! I (moi\.p). 

Dans le second cas, cette condition, réduite à la formule (18), sera 
toujours vérifiée. Cela posé, on conclura des principes ci-dessus éta- 
blis que l'équivalence 

(23) jc^r-.K (mod./?) 

admet toujours une racine, mais une seule, lorsque p — i n'est pas 
divisible par 3. Dans le cas contraire, l'équivalence (23) admettra 
trois racines distinctes ou n'en admettra aucune, suivant que la con- 
dition (22) sera ou ne sera pas satisfaite. 

Soit encore /w = 4. On trouvera n = 4 ou n ~ 2, suivant que p — i 
sera divisible par 4 ou simplement par 2. Donc, si p — i est divisible 
par 4» l'équivalence 

(24) x^=£aA (mod.^) 
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admettra deux racines ou n*en admettra aucune, suivant que la condi- 
tion 

(a5) A * =1 (mod./?) 

sera ou ne sera pas remplie. Mais, si p — i est divisible simplement 
par 2, l'équivalence (24) admettra deux racines distinctes ou n'en 
admettra aucune, suivant que la valeur de A satisfera ou non à la 
condition (17), c'est-à-dire suivant que cette valeur vérifiera la for- 
mule (17) ou la formule (rg). 

Soit enfin m = 6. On trouvera n = 6 ou n = 2, suivant que p — i 
sera divisible ou non divisible par 3. Dans le premier cas, la condi- 
tion (i3) donnera 

(26) A • = I (mod./7). 

Dans le second cas, cette condition se trouvera réduite à la for- 
mule (17). Donc, en vertu des principes ci-dessus établis, si /? — i 
n'est pas divisible par 3, l'équivalence 

(27) x^^X (mod./7) 

admettra deux racines distinctes ou n'en admettra aucune, suivant 
que la valeur de A vérifiera la formule (17) ou la formule (19). Mais, 
sip — I devient divisible par 3, l'équivalence (27) admettra six racines 
distinctes ou n'en admettra aucune, suivant que la condition (26) sera 
ou ne sera pas vérifiée. 

Généralement, si l'on suppose m = /i, /i étant un diviseur de/? — i, 
l'équivalence (1), réduite à la forme 

(a8) ^"^A (mod./?), 

admettra /i racines distinctes, respectivement équivalentes aux quan- 
tités (iG), ou n'en admettra aucune, suivant que la condition (i3) sera 
ou ne sera pas vérifiée. 

Si l'on suppose A = 1 ou, ce qui revient au même, i = o, on trou- 
vera u = 0. Dans ce cas, la condition (i3) sera toujours vérifiée, et 
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Téquivalence (i), réduite à la forme 

(29) .r'«=i (mod.p), 

n'admettra point d'autre racine que l'unité, si m est premier à/i — i. 
Mais, si le contraire arrive, en nommant toujours n le plus grand 
commun diviseur de m et de/> — i, on obtiendra, pour racines de 
l'équivalence (29), les différents termes de la suite 

f>— 1 p~i __ ;> — < 

(30) r^^ii, r'^ y r^^ y ..., r" " , 

qui seront en même temps racines de l'équivalence ir"^=i (mod./i). 
On arriverait directement aux mêmes conclusions en ayant égard au 
théorème V de l'article précédent. 

Si, pour fixer les idées, on prend successivement m = 2, /w = 3, 
m = 4» . . . (/? étant > 2), on reconnaîtra : i® que l'équivalence 

(3i) j:*==i (mod./)) 

admet toujours deux racines distinctes, savoir -f-i et — i; 2° que 
l'équivalence 

(82) a:'=i (mod./?) 

admet deux racines distinctes de l'unité, lorsque /? — i est divisible 
par 3, et la seule racine i dans le cas contraire; 3** que l'équivalence 

(33) ;r*=i (mod./>) 

admet les seules racines -+- 1 et — i, lorsque ~ — ^ est impair, et, do 

plus, deux autres racines distinctes, lorsque - — ^ est un nombre 
pair; 

Il est bon d'observer que, si A diffère de l'unité, il suffira de multi- 
plier par f^ les quantités (3o) pour reproduire les diverses racines de 
la formule (i). 

Observons encore que, étant donnée une équivalence complète du 
second degré 

(34) «o^'-h ûft j? H-a,so (mod.;?), 
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dans laquelle «o» ^n ^2 sont des nombres entiers, Gtp un nombre pre- 
mier impair qui ne divise point a^^ il suffira de poser 

(35) x = ^— ^ (mod.;^), 

et de diviser ensuite par a^ les deux membres de la formule (34), pour 
la réduire à Téquivalence binôme 

(36) ^»— A = o (mod./>), 

A désignant un nombre entier choisi de manière que Ton ait 

(37) As^î^Ap (mod.,,). 

D'ailleurs, l'équivalence (36) admettra deux racines distinctes ou n'en 
admettra aucune, suivant que la valeur de A vérifiera la condition (17) 
ou (19). Donc, par suite, l'équivalence (34) admettra deux racines dis- 
tinctes, si l'on a 

(38) (aî-4«oa,) * =Ual) « (mod.p) 
ou, ce qui revient au même, 

(39) (a}— 4«o«t) • =ï (mod./>), 

tandis que la même équivalence n'admettra point de racines dans le 
cas contraire. 

Concevons, pour fixer les idées, que l'équivalence (34) coïncide 
avec la suivante : 

(40) d?'-har — i — o (mod. 11). 

La condition (39), ou 

(40 5*=r (mod. Il), 

sera remplie. Donc l'équivalence (4o) admettra deux racines dis- 
tinctes, qui se confondront nécessairement avec deux des racines de 

la formule 

^'®— 1 = (mod. II). 
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On trouvera effectivement 

x^^—i^ (x'-+-ar — i)(x»-- 5?''-+- ax«— 3^:*-+- 5j?*-f- 3a:*-h aj?*-h- J? -h i) (mod. ii). 

D'ailleurs, il suffira do poser 

(42) ic = /— {=/-+-5 (mod. Il), 
pour réduire la formule (4o) à l'équivalence binôme 

j^'+aQ^o (mod. Il) 
ou, ce qui revient au même, à la suivante 

(43) 7«= — 39 = 4 (mod. Il); 
et, comme on tirera de cette dernière 

(44) 7 = ^2, 
la formule (42) donnera 

(45) x = 5di2. 
Donc 

(46) j7^5 — 2 = 3 et x = 5-ha = 7 (mod. 11) 

seront les deux racines de l'équivalence (4o), ce qui est exact. 

La méthode par laquelle nous avons déterminé ci-dessus le nombre 
des racines distinctes d'une équivalence binôme ou d'une équivalence 
du second degré était déjà connue, et peut se déduire, comme l'a 
remarqué M. Libri, des principes exposés dans le premier paragraphe. 
Ainsi, en particulier, si n est un diviseur de/i — i, en sorte qu'on ait 

(47) /> — I = /IBJ, 

lu division de x^* — i ou af*^ — i par af — A donnera pour quotient 

^n(o-i) ^ Aa:'»(''--> 4- ... -h A'^-'j?'» 4- A''-', 

et pour reste A'' — i. Donc, en vertu des principes que nous venons 
de rappeler, l'équivalence (28) admettra n racines réelles ou n'en 


/ 
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admettra aucune, suivant que la condition 

(48) A^— 1=0 (mod.p) 

sera ou ne sera pas vérifiée. Or la condition (48) ne diffère pas de 
celle que présente la formule (ï3). 

Ajoutons que, pour ramener la résolution de l'équivalence (i) k la 
résolution de l'équivalence (lo), qui est du premier degré seulement, 
il suffit de connaître la valeur de i déterminée par la formule (4). On 
y parviendra sans peine, quel que soit A, si l'on a formé une Table 
dans laquelle, aux nombres 

(5) o, I, a, 3, ..., /> — 2, 

correspondent les diverses puissances de r dont les degrés sont indi- 
qués par ces mêmes nombres, ou plutôt les restes qu'on obtient en 
divisant les puissances dont il s'agit par le nombre premier/?. On peut 
placer dans la première colonne de la Table ces restes qui, rangés dans 
un ordre convenable, seront respectivement égaux aux nombres 

1, 2, o, •••, p 15 

puis, en considérant chacun de ces derniers nombres comme une 
valeur particulière de A, écrire à sa suite la valeur correspondante 
de I, qui représentera ce qu'on nomme Vindice de A, ou d'un nombre 
équivalent à A, dans le système dont la base est r. Cela posé, il est 
clair que, relativement à un nombre premier/?, il existe autant de 
systèmes d'indices qu'il y a de racines primitives ou de nombres 
entiers, premiers à/? et inférieurs à /?. Dans chacun de ces systèmes, 
les indices jouissent de propriétés analogues à celles des logarithmes. 
En eff*et, soient 1, y, h les indices de deux nombres entiers A, B et de 
leur produit AB, en sorte qu'on ait 

(49) A = r', B^W, AB = /* (mod./>), 

r désignant une racine primitive de /?. On tirera des équivalences (49) 

(50) r^ = H-^J {mod.p) 
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et, par suite [attendu que la formule (6) entraîne toujours la for- 
mule (7)], 

{5i) h^i-\-j (mod./? — 1). 

Donc, si Ton représente l'indice de A, à l'aide de la lettre caractéris- 
tique I, par la notation I( A), on aura 

(52) I(AB) = I(A)4-I(B) (mod./? — ï). 
On trouvera de même 

I(ABC) = I(AB)-+-I(C)=:I(A)-hl(B)^-I(C) (mod.p — i) 
et généralement 

(53) I(ABCD...) = I(A)-hl(B) -+-I(C)-t-I(D)-+-... (mod./? — i), 

quel que soit le nombre des facteurs A, B, G, D, Si, ce nombre 

étant désigné par /w, les facteurs A, B, G, D, ... deviennent équiva- 
lents à une même quantité x, la formule (53) donnera 

(54) I(x"*) = ml(a:) (mod./> — i). 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

L'indice du produit de plusieurs nombres est équivalent à la somme de 
le{irs indices, suivant le module /> — i . 

L'indice d'une puissance du degré m est équivalent, suivant le module 
p — \, à l'indice de la racine multiplié par m. 

En vertu de la dernière proposition, l'équivalence (1) entraînera la 
formule 

(55) ml(^) = I(A) (mod./? — i), 

« 

de laquelle on tirera 

(56) i(x) = ^^ (mod./>-i). 

L'équivalence (56), dans laquelle \{x) est précisément la plus petite 
des valeurs positives de w, propres à vérifier la formule (10), montre 
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comment, à l'aide d'une Table d'indices, on peut résoudre l'équiva- 
lence (i). (Voir, pour plus de détails, l'Ouvrage de M. Gauss, intitulé : 
Disquisitiones arithmeticœ.) 

Observons enfin que toute équivalence du second degré, étant ré- 
ductible à une équivalence binôme, pourra encore être résolue, si le 
module/? est un nombre premier, à l'aide d'une Table d'indices dans 
laquelle on aurait pris pour base l'une quelconque des racines primi- 
tives de p. 

En terminant ce paragraphe, nous ferons remarquer, avec M. Gauss, 
qu'il est facile de résoudre l'équivalence (i), toutes les fois que, la 

condition (i3) étant remplie, les nombres m et sont premiers 

entre eux. Alors, en effet, on pourra trouver deux quantités entières i», 
w propres à vérifier la formule 

( D7 ) mw — i^ =z I ; 

' n 

et comme on aura par suite, eu égard à la condition (i3), 

(58) A = A** « *'=A'""' (mod./?), 

il est clair qu'on résoudra l'équivalence (i), ou 

(59) x"» = A'"**' (mod./?), 

en prenant 

(60) x = k'^ (mod./>). 

Considérons, pour fixer les idées, l'équivalence 

(61) j:-«=3 (mod.23). 

Dans ce cas, on trouvera /2 = 2, et la condition (î3), réduite à 

3»» = i (mod.23) 

sera remplie. De plus, les exposants 1 1, G étant premiers entre eux, on 
pourra choisir v^ sv de manière à vérifier la formule 

1 1 (' -h I = 6 a', 

OEtivret de C. — S. Il, t. IX. 4 * 
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a laquelle on satisfait en prenant ç' = i, «>> = 2. Par suite, on résoudra 
la formule (Gi) en supposant 

(62) .r = 3-^() (mod. ^3), 

ce qui est exact. Ajoutons que, le nombre n étant égal à 2, l'équiva- 
lence (Gi) admettra seulement deux racines distinctes, savoir 

(()3) -^=^9, »r — — c)n3i4 (mo(!.23). 

En général, lorsque le carré de n ne divise pas /? — i, l'équivalence ( i ) 
peut toujours être résolue par la méthode que nous venons d'indiquer, 
(»t les formules (57), (Go) donnent 

(64) .r — A^^'"*" " ^^ (ïïïOÔ.p), 

(' étant choisi de manière que la quantité 




soit entière. Par suite, si p ~ i n'est divisible qu'une fois par le 
nombre 2, on vérifiera l'équivalence 

(20) j-*=A (mod./>), 

lorsqu'elle sera résoluble, en prenant 

(65) .r~A*^ * ^^A * (mod./?). 

De même, si /? — 1 n'est pas divisible, ou s'il est divisible une seule 
fois par le nombre 3, on vérifiera l'équivalence 

(23) .r'zzA (niod./?), 

supposée résoluble, en prenant, dans le premier cas, 

(&}) ^ -- A^ '"*""''"*' r- A * (mod.yy), 

et, dans le second cas, 

(67) .rE-A^^ =» ^=A '' (mod.yy), 
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ou bien 

(68) a = \^^ =» ^=A « (moù.p), 

4 

selon que/? — i divisé par 9 donnera pour reste (i ou 3, elc. Ainsi, par 
exemple, on résoudra la formule 

(69) .r'~i2 (mod.23), 


en prenant 

(70) jcE3i2^ = i2««=8'«.3»s=3*=i3 (mocl.tiS). 


* (l-+-V*t 


Toutes les fois que le nombre n se réduit à l'unité, la formule ((>4) 
donne 

(71) ^E^A "' (mod./?), 

r étant choisi de manière que la quantité 

1 H- (/> — !)<' ' 

ni 

soit entière, et cette formule détermine la racine unique de l'équiva- 
lence (i). Mais, lorsque le nombre n surpasse l'unité,/? — ! n'étant pas 
divisible par n^^ l'équivalence (i) admet plusieurs racines, dont une 
seule est déterminée par la formule (6\); et, pour les obtenir toutes, 
il suffit de multiplier le second membre de cette formule par les di- 
verses racines de l'équivalence (29) ou, ce qui revient au même, dr 
la suivante : 

(72)* .r"!-i (inod./>). 

D'ailleurs, si l'on suppose n = 2, la formule (72), réduite à 

(3i) .r-~ I (mod./O, 

aura pour racines — i et -i- i. Donc, si /> — t est divisible une seub» 
fois par le nombre 2, l'équivalence 

( 20) .r^i-- A (mod./>) 
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admettra les deux racines 

(73) »r = A * , j?= — A * (inod./?). 
Ainsi, par exemple, on résoudra la formule 

(74) j^' = 3 (mod.ii), 
en prenant 

(75) j; = 3'=5 ou j;=— 5 = 6 (mod.ii), 

et la formule 

(76) j;* = — 3 (mod.3i), 

en prenant 

(77) j7==3'=2o ou a:~ — 20 = 11 (mod.3i). 

D'autre part, si l'on a /i = 3, la formule (72), réduite à 
(32) x'^i (mod.f>), 

donnera 

(78) jT^i {mod.p) 
ou 

(79) j7'-+-a:-hî^o (mod./?), 

par conséquent 

(80) (2x4-1)' = — 3 {mod.p); 

et comme, en supposant /? — i divisible une seule fois par le nombre 2, 

on tirera de la formule (80) 

p-hi 

(81) 3j:-+.,^:i:(_3)~r (mod.y?), 

il est clair que, dans cette hypothèse, les trois racines de l'équiva- 
lence (32) seront respectivement 

/?-+■! p-h\ 

(82) J7ZHI, x= '- — , x= ^^ — (mod.p). 

2 .2 
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Donc, si /> — I est divisible une seule fois par chacun des nombres 2 
et 3, l'équivalence 

(28) x'sA (mod./?) 


admettra trois racines qui seront respectivement 

(83) xsA"^, .rs -i-(-3) ' ^-^^ ^_ ~i4-(-3) * ^-y- ^^^^^^j^^^^ 


ou bien 

(84) x = A""^, a:=— !^=^-t:^l_LA~^, x= -^'+(-^) ' a"^ (mo(I.A'), 

2 2 

selon que p — if divisé par 9, donnera pour reste 6 ou 3. Ainsi, par 
exemple, les trois racines de l'équivalence 

(85) a:»s4 (mod.Si) 

seront 

— f — 3* 

(86) { 2 ) (mod.3i). 

14-3* 

X ^ 16^ — 6.16^ — 3 

2 

Si, la condition (i3) étant remplie, les nombres m, ^^' cessent 

d'être premiers entre eux, et si Ton désigne par to leur plus grand 

commun diviseur, le nombre — sera premier à ^ ^' > pourvu qu'il 

soit premier à (o, et l'on pourra, dans cette hypothèse, trouver deux 
quantités entières Vf w propres à vérifier l'équation 

(87) —^p— .1^ V=z\, 

On aura, par suite, eu égard à la condition (i3), 

1 -4- ■ i> — W 

(88) As A « sA«» , 
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(»t ii est clair qu'on résoudra l'équivalence (i) en choisissant x de ma- 
nière à vérifier la formule 

^S()) x^ehA"' (mod./?), 

(le laquelle on tire 

m m 

j:-'"=(j:'^>)^= A*^~ A (mod./?). 

D'ailleurs l'équivalence (89) sera du nombre de celles qui peuvent 

èlre résolues. En effet, w, divisant à la fois ni et > par conséquenf 

m et/; — I, sera diviseur de n. Donc la formule (i3) entraînera les sui- 
vantes : 


A « ~\A « j =i«=:i (mod./>), 


'90) 

(91) (A"') " £=A *^ ~i (mod./>). 

Or la formule (91), semblable a la formule (i3), exprime précisément 
la condition à laquelle A*^ doit satisfaire pour qu'on puisse résoudre 
l'équivalence (89). 

Il est bon d'observer que, w étant diviseur de /^, w- sera diviseur de 
/> — I . Donc il est toujours facile, dans l'hypothèse admise, de réduire 
l'équivalence (i) du degré m k une autre équivalence dont le degré t^i 
soit la racine d'un carré qui divise p — \» Lorsque p — i n'offre pas de 
diviseurs carrés dont les racines divisent l'exposant /w, le nombre t^ 
coïncide avec l'unité, et la formule (89) ou (Go) fournit une racine de 
l'équivalence (i). 

Ji III. — Sur la résolution des équivalences du troisième 

et du quatrième de^ré. 

Etant donnée une équivalence du troisième ou du quatrième degré, 
on peut, a l'aide de la méthode exposée dans le premier paragraphe, 
décider si cette équivalence admet autantnle racines distinctes que son 
degré renferme d'unités. Dans le cas contraire, on pourra toujours, à 
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l'aide de la même méthode, ou s'assurer que l'équivalonce proposée n'a 
point de racines, ou la réduire à une équivalence de degré moindn». 
Pour cette raison, nous nous bornerons, dans ce qui va suivre, à con- 
sidérer les équivalences du troisième ou du quatrième degré ([ui 
admettent trois ou quatre racines distinctes. 

Considérons d'abord une équivalence complète du troisième degré 
ou de la forme 

(i) ^o'^*'-H «i-c--i- rtjj: -h «3 = o (nioil./?), 

p désignant un nombre premier et «o, fl|, a.y, a^ des quantités entières 
dont la première ne soit pas divisible par/?, ou même des quantités 
rationnelles. Si l'on fait 

(2) .r=sj— ^ (mod./?), 

la formule (t) deviendra 

(3) ^i_i,B/H-C = o (mo(J./?), 

B, C étant des quantités rationnelles que l'on pourra réduin» à d(»s 
quantités entières. D'un autre côté, si l'on désigne par 

les racines de l'équation 

(4) j3-^B7 4-C = o, 
et par p une racine primitive de la suivante 

(5) ar'rni, 

p,, pa seront les deux racines de 

(6) jc* -H a -h I = o, 


et l'expression 




(7) j^IiL^^liLî^j 

considérée comme fonction des racines des équations ('i), (.5), n'aura. 


i 
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comme l'on sait, que deux valeurs distinctes, savoir 


(8) 


W-(^ ^ ) , U.= (^ ^ j : 


qui serviront elles-mêmes de racines à la réduite 

(9) «'-hC«i ~ "^ ^' 

27 

Cela posé, concevons que l'équivalence (3) admette trois racines dis- 
tinctes 

Ji, yu v„ 

et que le nombre/? — i soit divisible par 3. L'équivalence 

(10) jp'==i (mod./?) 

offrira elle-même trois racines distinctes, dont la première sera l'unité, 
les deux dernières étant propres à vérifier la formule 

(11) jc^-hjc -h 1^0 (motl./?). 

Si Ton nomme r l'une de ces deux dernières, l'autre sera représentée 
par r-, et si l'on fait 

(12) w, == ( •-! -L^ L_M , „, = UJ _! ^5 j ( mod. /?), 

//, , Wo seront, en vertu du théorème XVII de la page 294» les deux racines 
de l'équivalence du second degré 

(i3) u^-hCu :: = o (mod. /?). 


27 


Comme on aura d'ailleurs 


TOl-h Yîi-hY),— o, 


(^^) j (mi-h pTri,4- p«y),) (y3, -h p*yî,H- pyîa) = y)? -h yî* h- ni — r},Yî, — yj, yî, — n^Tn 

= — 3 (yîiYj, M- YjjYî, 4- rjjrij) — — 3B, 


le corollaire I du théorème XVII de la page 294 donnera 

/i-Hj,4-jj — o (mod. /»), 
( (/i H- ^ Jî -H 'Vj ) (ri ■+■ '•'/» -^ ''73 ) ^ - 3 B ( mod. /O- 


(i5) 
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A l'aide de ces formules, on réduira la résolution de l'équivalence (i) 
ou (3) à la résolution de deux équivalences du deuxième degré, et 
d'une équivalence binôme du troisième degré. En effet, supposons 

^lo; g — ^1, ^ — Tj. 

Il suffira, pour déterminer t',, de résoudre : i® les équivalences du 
deuxième degré (ii) et (i3); 2® l'équivalence binôme du troisiénK» 
degré 

(17) <'î="i (mod. /?), 

après quoi l'on déterminera t'a» si B n'est pas divisible par /?, à l'aide 
de la formule gt', i^^^^^ — 3B, ou 

(18) (,,=:— (mod./?), 
et j,, j'j, j^5 à l'aide des formules 

Ji-+-7î^-J«=o, yi -h r j, -h r- V3 = 3 r„ 7i4- r»x,-f-/j3^ 3r, (mod.yy), 

desquelles on tire 

Si B devenait divisible par/?, l'une des racines de Téquivalence (i3) 
serait équivalente a zéro, et, en désignant par w, l'autre racine, on de- 
vrait à la formule (17) joindre la suivante 

r,=iEO (mod./?). 
Il importe d'observer qu'en vertu des formules (12) on aura 


/• — r* 


(20) £/,— £/,— _^__(j.j— j,)(j,_y,)(j,_j,). 

Donc, puisque chacune des équivalences (3), (to) admet, par hypo- 
thèse, trois racines distinctes, et qu'en conséquence aucune des diffé- 
rences r — r^, j, —72» Ji —73» J2 — Js n'est équivalente il zéro 
suivant le module/?, la différence w, — w.^ ne sera pas non plus équi- 
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valcnte à zéro, et la formule (i3) offrira encore deux racines distinctes. 
Cela posé, la condition (38) du § II donnera 


(21) 


'C* B»\ * 

V ) 


(niod./?). 


De même, l'équivalence (17) devant être résoluble, et ^ — i étant di- 
visible par 3, on tirera de la formule (i3) du § II 


(32) 




(mod./?) 


ot, par suite, si B n'est pas divisible par/?. 


/'-» r-> /'-» 


(23) a, » -h a,» ^ u^^ -+-(-- 


27 


— :^W» -h -^ —-: =I-+-I = 


= 2 (mod./?) 


u, 


D'autre part, on aura, en vertu du théorème X de la page 282, 


(■4) 


/>-i /'-> r^» r^J 
Ml» -\- M,' =-j,* -h'j,* , 


u,, U3 désignant les deux racines de l'équation (9), dont les valeurs 
seront 


(25) 


'j 


C /C- B»\* C /C« B»\^ 


Donc la formule (23) pourra être réduite à 


;,-l 


p-\ 


-' [-ï-(f-l)T*[-^(M")T-' ---' 


ou, ce qui revient au même, à 


(57) 


(^-) 


3 (^_,)(^_4) /c\ 3 /( 


3.6 


/C\ ' /C« B»\ 


;ï — IJ 


-h 


3.6.9.12 \2/ \4 27/ 
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Ainsi, lorsque,/? — i étant divisible par 3, et B non divisible par/?, l'é- 
quivalence (3) admet trois racines distinctes, les valeurs des quantités 
B, G vérifient les conditions (21), (27). Réciproquement, si ces condi- 
tions sont vérifiées,/? — i étant toujours divisible par 3, et B non divi- 
sible par/?, chacune des équivalences (i) et (3) admettra trois racines 
distinctes. En effet, eu égard k la condition (21), l'équivalence (i3) 
sera résoluble. Désignons par 1/,, 1/3 ses deux racines, et faisons 


«,« 


La condition (27) ou (23) donnera 

5 H- ~ = 2 (moû.p) 

ou, ce qui revient au même, 

(4; — i)* = o (mod./?) 

et, par conséquent, 

5 == I (mod./?). 

Donc la condition (22) sera elle-même remplie, et l'équation (17) sera 
résoluble. Cela posé, les formules (18) et (19) fourniront évidemment 
des valeurs de ji , ja, js propres à vérifier l'équivalence (3). 

Si, les conditions (21), (27) étant remplies, le nombre p — i n'est 
divisible ni par 4f ni par 9, la résolution des équivalences (11), (i3), 
(17), dont les deux premières peuvent s'écrire comme il suit 

(28) (2,r-hi)*^ — 3 (mod.//), 

(29) (^^+^j.^_. + __ (mod./;) 

et, par conséquent, la résolution des équivalences (i) ou (3) s'effec- 
tuera sans peine à l'aide des formules (67), (G8), (69) du para- 
graphe précédent. 

Pour montrer une application des principes que nous venons d'ex- 
poser, considérons l'équivalence 

(30) x'— 3^*-H i5j: — I =:= o (mod.3i). 
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Dans ce cas, le nombre/? — i — 3o sera multiple de 3, sans être divi- 
sible ni par 4> ni par 9, et Ton vérifiera la formule (i i) ou (28) [voir 

les formules (77) du §IIj, en prenant 20: -h i = ± 11, par conséquent 
— I ± 1 1 


,T = 


•À 


On pourra donc supposer 


(3i) r=i— — -=-6. 

2 

De plus, si Ton fait 

3 

la formule (3o) deviendra 

(33) y'4- 127-4-12 H=o (mod.Si). 

Kn comparant cette dernière à l'équivalence (3), on trouvera 

(34) B==i2, C = i2, 

C C* B' 

(35) - = 6, 4" H = 6* -h 4'= 5 H- 2 = 7 (mod.3i). 

2 . 4 27 ' 

Cela posé, les conditions (21), (27) donneront 

(36) 7«»-f (mod.3i) 
et 

6to+'^^6^7+^^7-6^7«^-1^^6^7'-^^6^7^-^ (mod.3.) 

1.2 ' 1.2.3.4 1.2.3.4 ' 1.2 '^ ' 

ou, ce qui revient au même, attendu que Ton aura G'r^— i, 7'*^-3 2, 

10. Q , IO.Q.8.7 

^:- :2.7 el — S-/ ^—7' 

1.2 ' 1.2.0.4 

(37) - 6 4- 2. 6*. 7*— 2 -H 2.6.7 -h 2*. 6*. 7' -h 2.7*1: 1 (niod.3i). 

Or, les formules (3G), (37) étant vérifiées, on doit en conclure que 
l'équivalence (3o) ou (33) admettra trois racines distinctes. Effective- 
ment, la formule (i3) ou (29) deviendra 

(38) (w-h6)«=7 (mod.3i), 
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et l'on en tirera [voir les formules (73) du § II j 

(Sg) wH-6 = ±7'=±ro (mod.Si). 

On pourra donc supposer 

{4o) «,= J0 — 6=:^, 

et l'équivalence (17), réduite à 

(40 r}E:2 4 (mod.Si), 

aura pour racines [voir les formules (86) du § II] les trois quantités 
16, — 3, — i3. Cela posé, on pourra prendre 

(42) ri=i6, rr| = — 3, /'ç^, = — 13 (mocl.3i); 

et, comme on tirera de la formule (18) 

(43) ,,,^^il=--^=_8 (niod.3i), 

on trouvera encore 

(44) ^^1 = — 8, n',~— 14, /•^>, = — 9 (mod. 3i). 

Donc enfin les formules (19) donneront 

(45) y 1^16 — 8 = 8, ^,£:= — 13 — 14 = 4> /a^ — 3 — 9=^^ — l'i (inod.3i). 

Ainsi l'équivalence (33) aura pour racines 

(46) 7 = 8, 7=4, / = — 12 (mod.3i), 

ce qui est exact. Les racines correspondantes de l'équivalence (3o), 
calculées à l'aide de la formule (32), seront évidemment 

(47) jc^ii, JT e:2 — 9 (niod.3i). 

Considérons maintenant une équivalence complète du quatrième 
degré ou de la forme 

(48) aoJ7*-h aiJ7'-h ajx'-h rtj^r 4- «*^ o (mod./?), 
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/7 désignant un nombre premier, ctao, cii, a,, a,, a, des quantités en- 
tières dont la première ne soit pas divisible par/?, ou même des quan- 
tités rationnelles. Si l'on fait 

(49) "^-y-TTT (»«od./>), 

l'équivalence (48) deviendra 

(50) x*-+-Bj'-+-C/-hI)=o (mod./?), 

B, C, D étant des quantités rationnelles que l'on pourra réduire à des 
quantités entières. D'un autre côté, si l'on désigne par 

TOi, rî„ Y),, t)4 

les racines de l'équation 

(5l) ^*4.Bj«>hCv-+-Dr:i:0, 

l'expression 

\- -. — )' 

considérée comme fonction de ces racines, n'aura, comme l'on sait, 
([ue trois valeurs distinctes, savoir 

(5.) j.,:^( ^'-^'^^3-^^* y, 

qui serviront de racines à la réduite 

(53) /i'-4-2B£/*-4-(B-~4D)«-C--o. 

Cela posé, concevons que l'équation (5i) admette quatre racines dis- 
tinctes 

Ytf yty y^y ^4» 
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ot faisons 

(54) ]^u,^(^ ^^-^'-^y'-^^''' y\ (mod.;;), 

li,, U2f «/., seront, en vertu du théorème XVI de la page 292, les trois 
racines de l'équivalence du troisième degré 

(55) tt'H-2Ba*-+-(B«— 4D)w — C«^o (mod.p). 

Comme on aura d'ailleurs 

( (rji— rjj-f- Y)3— yîv)(TOi— TQj— Tn,-hY)4)(yîi-f-r)j— 03 — tQ*) ==- ^C, 

on trouvera encore 

,. ,i Ji-+-rt-^/3H-74=o (mod.;?), 

A l'aide de ces formules, on réduira la résolution de l'équivalence (48) 
ou (5o) à la résolution de deux équivalences binômes du deuxième 
degré et d'une équivalence du troisième. En effet, supposons 

(58) / v^^ yi-.yi-y:i± .n ^ (mod./?). 

„ _ 7i-^7»-r3-.n 

. 2 / 

il suffira, pour déterminer ç^,, ç^^» de résoudre : i*^ l'équivalence (55), 
qui est du troisième degré; 2** les deux équivalences du deuxième 
degré 

(59) t'î^Mi, «i^wi (mod./>), 
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après quoi Ton déterminera v^, si C n'est pas divisible par/?, à l'aide 
de la formule SvtÇ'2^3^^— 8C, ou 

(60) r3£=-— ;- (moâ.p), 

*'t.Vi, Va, Va, J4 à Taide des formules 

ri-+-7î-+-73-Hr4 = o (mod./>), 

71 — 71 + 73—74=2^1, 
(61) 

7l — Jï — 734-74 = 2('„ 


7i-^7i — /3 — 7* = 2*^j, 


desquelles on tire 


. \ 


^ 1 - ^ > 7« = - 

(6îj) 1 ) (mod./?). 

73=^: ^ n- i— 

Si C devenait divisible par/?, l'une des racines de Téquivalence (55) 
s'évanouirait, et, en désignant les deux autres par w,, u.,, on devrait 
aux formules (Sq) joindre, non plus la formule (Go), mais la suivante : 

i'ji^o (itïod.p). 
Il est bon d'observer que Ton a, en vertu des formules (54)» 

/ «,— wj— (vi --/,)(73 — 7*) 1 
(63) ' Mj_M3=^(j^_y^)(^3_y,) (mod./?). 

f Wj— Mjz:iz (71 — 73) (V4—Xj) ) 

On peut en conclure que, si l'équivalence (5o) admet quatre racines 
distinctes l'une de l'autre, l'équivalence (55) admettra elle-même trois 
racines distinctes. Si l'on fait d'ailleurs 

(6/4) M 4- ~ ■=^ U (mod./)). 
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et de plus 

(65) E=-Qb^ + 4I)), F = -^''-B'-|bD + C*^ (mo(l./>), 

Téquivalence (55) deviendra 

(66) U'-i-EUh-F = o (mod.p). 

Supposons maintenant /? — i divisible par 3. On pourra déterminer 
les trois racines de l'équivalence (66), correspondantes aux trois va- 
leurs de u qui vérifient la formule (55), en suivant la méthode par 
laquelle nous avons résolu l'équivalence (4), et, comme les trois 
racines de l'équivalence (66) seront distinctes Tune de l'autre, si 
l'équivalence (5o) offre elle-même trois racines distinctes, il est clair 
que les quantités E, F satisferont alors généralement aux conditions 
que l'on déduit des formules (21) et (27), en y remplaçant B par E et 
C par F. On aura donc, en admettant que l'équivalence (5o) offre quatre 
racines distinctes, 

7-+-) =« imoA.p) 
et 


(68) 


ip-i)(p-f^)(p-'j)(p-.io) /F"^ ■' 
3.6.9.12 \ 2 


fV' En* , , , 

( ~ H ) -h. . .= I (mod. /j) 

\ 4 27/ 


On doit toutefois excepter le cas où le coefficient É deviendrait divi- 
sible par/?. De plus, chacune des formules (5c)) devant être résoluble, 
on aura encore, si C n'est pas équivalent à zéro, 

(69) u^'^ =^r, //j* -=i (mod./;) 

et, par conséquent. 


p~i 


(] 


i \ 


(70) «,.^-.-.z(^-l-j -^, (mod.^). 
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Cela posé, concevons que l'élimination de u entre les équations 


(70 


«'4- 2B«2-H (R!^ 4D)m - C*=:0, V = U 


p-\ 


produise une autre équation de la forme 


(-2) 


V»-hGV2H^HV^I = o. 


On aura identiquement 

(73) v»-+-Gv^-+-nvH-i-(v-£/7^)(v-a7~/(v~w7^) 


et, par suite, 


G = 


/ p^zl ILzl ^Lz!\ 


(7-1) 


p-\ p -\ 


p-\ p-\ 


p-\ p-\ 


'i H — w, * w,* 4- u 


1 "s ' ••^i 

p-\ p-\ p~\ 

1 


u.* 4-«,^ u 


/'-» 


3 » 


-^/.* w.^' /£,* ^r-C ^ =— C-»; 


3 


puis on conclura des formules (74)» combinées avec les formules (G9), 

(70). 


(75) 


et 


(76) 


(; = - 3, 


H = 3 


{raoA.p) 


O- 


1 - - 


(mod.^). 


Donc, en définitive, les conditions (67), (68), (70) doivent être véri- 
fiées toutes les fois que, p — i étant divisible par 3, et C, E non divi- 
sibles par/?, l'équivalence (48) ou (5o) offre quatre racines distinctes. 
Quant a la condition (7(i), il est inutile d'en faire mention, puisque, 
dans le cas dont il s'agit, elle sera toujours remplie. Donc, si les con- 
ditions ((37). ((38), (7.3) sont vérifiées, p — i étant divisible par 3, et 
C, E non divisibles par /?, l'équivalence (5o) et, par suite, l'équiva- 
lence (48) offriront quatre racines distinctes. En effet, les condi- 
tions (G7), (68) étant vérifiées, chacune des équivalences (55), (66) 
offrira trois racines distinctes Tune de l'autre. Désignons par m,, i/^, w. 
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celles de ces racines qui appartiendront k l'équivalence (55). Les 
quantités 


^-! p-l p-l 


(77) «1' , «2* > W 


î 


3 


seront les trois racines de l'équivalence 

(78) v^-hGV^-hHVn-IzHo, 

qui, en vertu de la dernière des formules (74)» deviendra 

(79) V3-+.GV»-hHV-~C''-»=o. 

De plus, les conditions (75)» (76) étant remplies, la formule (78) 

deviendra 

VS-3V5+3V-I.-0 

ou, ce qui revient au même, 

(80) (V-i)3:e30, 

et ses trois racines seront équivalentes a l'unité. Donc les quan- 
tités (77) vérifieront les conditions (69), (70), et les formules (09) 
seront résolubles. Cela posé, les formules (60) et (G2) fourniront évi- 
demment des valeurs de v<» Ja» V3» j» propres à vérifier l'équiva- 
lence ( 5o). 

Si, les conditions (67), (68), (70), (76) étant remplies, le nombre 
p — i n'est divisible ni par 4» ni par 9, la résolution des équiva- 
lences (66), (69) et, par suite, la résolution des équivalences (5o), 
(5i) s'effectueront sans peine a l'aide des formules (67), (68), (69) 
du paragraphe précédent. 

Concevons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse de résoudre l'équi- 
valence 

(81) cT^H- 4^'4-6j:'h- i3j? -h 7 1=0 (mod.Si). 
Alors, en posant 

(82) a:=7— j^=j — I, 

on obtiendra la formule 

(83) /*H-9j — 3 = (mod.3i); 
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puis, on comparant cette formule à réquivalence (5o), on trouvera 

(84) R=o, C=i9, D=:-3. 
Cela posé, l'équivalence (55) deviendra 

(85) w'4- i2« -f-i2 — o; 

elle se confondra donc avec l'équivalence (33), dont les racines étaient 
8, 4 et — 12, en sorte qu'on pourra prendre 

(86) «1=8, «î^4> //,= — 12 (mod.Si). 

Or, les valeurs précédentes de m, , Wj, w, vérifieront les conditions (69)» 
(70), ou 

(87) 8"=i, 4*'=i, (—12)»*-=! (mod.Si). 
On pourra donc résoudre les équivalences (59) ou 

(88)' ^î=8, r*==4 (mod. 30. 

On tirera effectivement de ces dernières, en ayant égard aux for- 
mules (73) du § II, et à la condition 2^^3i, 

(89) i'i = d=8»=±2" = =t:2* = =ti6, r,= d=4»=db2'« = ±2. 

Par conséquent, on pourra supposer 

(90) i'i = i6, (',= 2. 

Les valeurs de ç',, ^2 étant ainsi fixées, l'équivalence (60) donnera 

(9O ^3 = — .^ = — 9^22 (mod. 30; 

et l'on tirera des formules (G2) 

(92) 7i=2os — II, 7,-2, j/, = >_4, j^ = _,8 = i3 (mod. 30. 

Telles seront les quatre racines de l'équivalence (83). Lés racines 
correspondantes de l'équivalence (81), calculées à l'aide de la for- 
mule (82), seront respectivement 

(93) a7 = — J2, J7==I, a* = — 5, 07 = 12. 
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Les équivalonces (88) étant résolubles, et le nombre C = 9 n'étant 
pas divisible par 3i, on peut affirmer que, dans l'exemple précédent, 
les conditions (75), (76) se vérifient, ou, en d'autres termes, que 
l'équivalence produite par l'élimination de u entre les suivantes 

(94) w'-j- iQ// -h II ^= G, V = m'* (mocl.Si) 

se réduit à la formule 

(90) V3~3V»-+-3V — r = o (mod.Si). 

C'est, au reste, ce dont il est facile de s'assurer directement. 
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ET LE 


MOUVEMENT INTÉRIEUR DES CORPS 


COXSID^RKS 


COMME DES MASSES CONTINUES. 


§ I. — Formules générales. 

Dans la recherche des équations d'équilibre ou de mouvement des 
corps solides ou fluides, on peut considérer ces corps comme des 
masses continues, ou bien les rejçarder comme des systèmes de points 
matériels qui s'attirent ou se repoussent k de très petites distances. 
Dans la première hypothèse, il faut d'abord établir la théorie des pres- 
sions ou tensions exercées en un point donné d'un corps solide contre 
les divers plans qu'on peut faire passer par ce même point. J'ai déve- 
loppé cette théorie dans le Tome II des Exercices de Malhemaliques (* )^ 
et j'ai fait connaître les relations qui existent, dans le cas d'équilibre 
d'un corps solide ou fluide, entre les pressions ou tensions et les forces 
accélératrices. Si, pour fixer les idées, on désijçne par x, y, z les coor- 
données rectangulaires d'un point quelconque; par p la densité d'un 
corps au point (ic, v, c); p^r p\ p'\ p'" les pressions ou tensions que 
supportent en ce point et du côté des coordonnées positives trois plans 
respectivement perpendiculaires aux axes coordonnés; par A, F, E; 
F, B, D; E, I), C les projections algébriques des pressions/?', /?",/?* sur 
ces mêmes axes; enfin, par X, Y, Z les projections algébriques de la 
force accélératrice appliquée au point (x^y^z); les relations dont il 

( ' ) OEuvrc^ (le Cauchy, S. U, T. VU. 
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s'agit seront exprimées par les formules 

d\ ()F (?E « 

- — H3 — h-:T — \-pX~o, 
dx oy oz ^ 

ÔE àl) âC „ 

-h ^ 4-pZ z=o, 


ôx dy dz 

dans lesquelles x^ y, z sont prises pour variables indépendantes. Si les 
diverses particules du corps, au lieu d'offrir un état d'équilibre, sont 
en mouvement, alors, en désignant par a;, .7, % les projections algé- 
briques de la force accélératrice qui serait capable de produire à elle 
seule le mouvement effectif d'une particule, et prenant x, j, 5, / pour 
variables indépendantes, on obtiendra, à la place des équations (i), 

celles qui suivent : 

^A dY (?E ^ 

dx-^'d-y'^Tz-^^^^^'^'^ 
dY d\\ dl^ ^ ^ 

dY. dl^ dC r, ^ 

dx dy dz ^ ^ 

Enfin, si l'on nomme i, y], X, les déplacements de la particule qui, au 
bout d'un temps tj coïncide avec le point (^, j, s), mesurés parallè- 
lement aux axes coordonnés, on trouvera, en supposant ces déplace- 
ments très petits, 

'^'---d?' ^--dï^' ^~dï^' 
et, par conséquent, les équations (2) deviendront 


(3) 


d\ 
dx 

d¥ 

ày 

dE 
dz 

H-pX 

' dC" 

] dF 
dx 

dB 

-+■ Â- -^ 

ày 

dD 
dz 

+ pY=r 

d^r, 
■ P dl^ 

dE 

\ dx 

ày 

dC 
dz 

+ pZ --- 

d'K 

P-dr- 
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Les formules (i), (2), (3) sont les véritables équations d'équilibre ou 
(le mouvement intérieur des corps considérés comme des masses con- 
tinues; et pour en déduire, par exemple, les lois de l'équilibre ou du 
mouvement des corps solides élastiques, il suffît de chercher comment, 
dans ces derniers, les pressions ou tensions A, B, C, D, E, F doivent 
s'exprimer à l'aide des déplacements $, tj, Z. Nous ferons, à ce sujet, 
les remarques suivantes. 

Soient, au bout du temps /, a, p, y les angles que forme avec les demi- 
axes des coordonnées positives une droite menée par le point (^, v, s)» 
et représentons par £ la dilatation ou condensation linéaire e, mesurée 
suivant cette droite. On aura, en supposant que les déplacements $, r^, 
'^ soient très petits, 

/ <?i , àri .^ à^ , 

i £= -- cos*a-i- -T- cos'p -H -j- cos*y 
y Ox ôv "^ az ' 

/ r \ 

Donc, le système des dilatations ou condensations linéaires, mesurées 
dans toutes les directions possibles autour du point (a7,j, 5), sera 
complètement déterminé, lorsqu'on connaîtra les valeurs des six quan- 
tités 

(•^) 

qui, dans la formule (4). servent de coefficients aux carrés et aux pro- 
duits des cosinus des angles a, p, y. Cela posé, admettons, comme nous 
l'avons déjà fait dans le IIP Volume (p. 1G7) ('), que, dans un corps 
élastique, la pression ou tension exercée contre un plan passant par un 
point donné (r, r, r) dépende uniquement des condensations ou dila- 
tations linéaires autour de ce point, en sorte que, le système de ces 
condensations ou dilatations étant connu, on puisse en déduire le sys- 
tème entier des pressions ou tensions exercées contre les divers plans 

(*) OE livres de Cuurhy, S. If, T. VHl, p. 'io\. 


àl 

dr, 

(K 

an ^ (K 

dX ^ dl ^ 

de dn 

dx' 


âz' 

dz -^ dy 

d.r dz 

à y do: ' 


dK 

à-n^âX 

àK ^dS, 

dl d-n 

dz' 

dz dy' 

dx ôz 

ôy dx' 
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qui renferment le point (^t j» -)(')• Les pressions ou tensions 

(6) A, B, C, D, E, F 

devront être des fonctions des seules quantités 

ôx ôy' 

ot même des fonctions linéaires, si, en considérant les quantités dont 
il s'agit comme infiniment petites du premier ordre, on néglige, dans 
les développements de A, B, C, D, E, F, suivant les puissances ascen- 
dantes de ces quantités, les infiniment petits du second ordre et des 
ordres supérieurs. Donc alors, en admettant que les pressions s'éva- 
nouissent dans l'état naturel, on trouvera 

. dl dn di: fdr, dK\ / dZ dl\ ( dl dt\\ 

^-^^Tx-^^^Ty-^^^Tz^^ATz-^-d^)^'^^^^^ 

<7) \^-''^Tx^''^Ty^^^Tz'^''\Tz-^ d})^^^^ 


c =ic, 


D = 


dl dn d^ /df\ dt:\ fd^i dl\ (dl d-n\ 

dJ:'^'^d^-^''^Tz-^'\rz^dp)'^''^[d:^-^i) 

, dl , dn , dC , /dn dt:\ , / d^ dl\ ^ (dl dn\ 
^^tx-^^^Ty-^^^Tz^^^Tz^-d})^''^^^^ 


dx) 


dl dn d^ 


ai, b,, c,, d|, aa, bj, ... étant des coefficients qui seront déterminés 
en chaque point du corps, mais pourront varier avec x, y, z. Les 
équations (7) et (8) coïncident avec celles que M. Poisson a données 

(M Nous avons indiqué ce principe, dans le IH* Volume des Exercices, comme propre 
à fournir les équations d*équilibro ou de mouvement intérieur d'un corps solide dont 
Télasticité reste la même en tous sens ; mais ridn n'empêche d*étendre le même principe 
au cas où TélasUcitc varie dans le passage d'une direction à une autre. 
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dans son dernier Mémoire sur les corps élastiques (*). Chacune de ces 
équations, prise à part, est de la même forme que l'une des équa- 
tions (5), (6) des pages lo et ii du présent Volume, et renferme six 
coefficients dépendants de la nature du corps. Mais il n'arrive plus ici, 
comme pour les équations (5), (6) des pages lo et 1 1, que quelques- 
uns des coefficients qui servent à déterminer la pression A soient 
égaux à quelques-uns de ceux qui servent à déterminer chacune des 
autres pressions B, C, D, E, F; et les trente-six coefficients a,, b,, 
c,, d,, Cl, f,, aa, bj, Ca, ... sont tous distincts les uns des autres. 

Si l'élasticité du corps redevient la même en tous sens, les équa- 
tions (7), (8) se réduiront à celles que j'ai données dans le III* Volume 
[p. 210 (^)]. Alors, en effet, comme je l'ai déjà remarqué [III* Volume, 
p. 167 (')], trois directions perpendiculaires entre elles devront, en 
chaque point du corps élastique, correspondre simultanément aux 
trois pressions ou tensions principales et aux trois condensations ou 
dilatations principales.'De plus, si l'on nomme t\ e", e*^ les dilatations 
ou condensations principales, et n', n", 0** les tensions principales 
prises avec le signe -h, ou les pressions principales prises avec le 
signe —, xs\ ct", ct* seront des fonctions de i\ £", e"*, qui devront con- 
server les mêmes formes quand on échangera entre eux les axes des x. 


C) Pour établir los formules (7) et (8> qu'il regarde comme applicables aux corps 
solides élastiques, dont les molécules sont très peu écartées des positions qu'elles occu- 
paient dans rétat naturel, M. Poisson part de ce principe, que les pressions A, B, C, D, 
E, F, relatives au point (r, ^, z), dépendent uniquement des déplacements relatifs des 
molécules dans le voisinage de ce point et, par conséquent, des neuf quantités 


àl 

àl. 

à^ 

an 

<h, 

<h, 

àK 

àl 

<. 

ôx 

àf' 

àz' 

djc^ 

4r' 

àz' 

ÔX 

^y 

ôz' 


puis, en considérant ces quantités comme infiniment petites du premier ordre, et négli- 
geant les infiniment petits du second ordre, il réduit les valeurs de A, B, C, D, E, F à 
des fonctions linéaires des quantités dont il s'agit. Enfin, il ramène ces fonctions à la 
forme sous laquelle elles se présentent dans les équations (7), (8), en admettant que les 
pressions s'évanouissent dans l'état naturel du corps, et en observant que cet état con- 
tinue de subsister, quand on imprime à tous les points un mouvement commun de rota- 
tion autour de l'un des axes coordonnés. 

(«) OEuvres de Cauchy, S. H, T. VUI, p. 25o. 

(3) Ibld., p. 204. 
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y y 5. Ces mêmes fonctions deviendront linéaires, si, en considérant les 
quantités t\ c", £** comme infiniment petites du premier ordre, on 
néglige, dans les développements des pressions, les infiniment petits 
des ordres supérieurs; et alors, en supposant les pressions nulles dans 
Tétat naturel, on aura nécessairement 

(9) j cy'=K6'■^-H£'-+-Ke^ 

H, K désignant deux coefRcients qui pourront varier avec a:, y, 5. Si 
maintenant on fait, pour abréger. 


(10) U=:£ H-fi'-hfi , 

u représentera la dilatation ou condensation du volume, et, en posant 
d'ailleurs 

^ =: H - K, 

on réduira les équations (9) aux formules (74) de la page 179 du 
III* Volume (*), c'est-a-dire à 

(II) e'=it£'-hK-j, e"=A-£''-f-Ku, ©'"i^ A-f'^-f- Ku. 

Enfin, en raisonnant comme dans le III* Volume [p. 177 et suiv. (^)J, 
on déduira des formules (i i) les valeurs générales de A, B, G, D, El, F, 
savoir 

dx dy dz 

<■'> x-^œ-l)' ^=^(g-i> f=;K|-È> 

et, en substituant ces valeurs dans les formules (i) ou (3), on obtien- 
dra des équations propres à déterminer l'équilibre ou le mouvement 
des corps élastiques dont l'élasticité reste la même dans tous les sens. 
Or ces équations, qui renferment deux coefficients ^, K dépendants de 
la nature du corps,, sont précisément les formules (72), (73) de la 

(0 OEuvres de Cauchy, S. H, T. VHI, p. •J117. 
(*) Ibid.y p. 21 5. 
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page 179 du IIP Volume (*). Elles comprennent, comme cas particu- 
liers, d'autres équations qui renferment un seul coefficient, savoir, 
celles que l'on trouve dans un Mémoire de M. Navier, présenté à l'Aca- 
démie le i4 mai 1821, et dans le premier Mémoire de M. Poisson sur 
les corps élastiques, et celles que j'avais données moi-même dans le 
Mémoire présenté à l'Académie le 3o septembre 1822. 

On ne doit pas oublier que, pour établir les équations (7), (8), (12), 
(i3), nous avons considéré les corps élastiques comme des masses 
continues. Si on les regarde comme des systèmes de points matériels 
qui s'attirent ou se repoussent à de très petites distances, les équa- 
tions (7), (8), (12), (i3) ne changeront pas de forme. Seulement les 
trente-six coefficients renfermés dans les équations (7), (8) se rédui- 
ront aux quinze coefficients que comprennent les formules (5), (^6) 
des pages 10 et 11, et les deux coefficients, renfermés dans les équa- 
tions (12), (i3) seront liés l'un à l'autre par la condition 

(a) A— 2K, 

en sorte que les équations (12), (i3) se réduiront aux formules (48) 
de la page 229 du III* Volume (^). Or ce qui pourrait faire croire que 
dans la théorie des corps élastiques il convient d'opérer les diverses 
réductions dont nous venons de parler, c'est que les expériences faites 
sur des corps dont l'élasticité reste à peu près la même en tous sens 
paraissent s'accorder spécialement avec les formules qu'on obtient 
quand on suppose vérifiée la condition (i4)- 

Nous allons maintenant rechercher les formules qui devront rem- 
placer les équations (7), (8), si l'on considère un corps élastique pas- 
sant d'un état dans lequel les pressions ne seraient pas nulles à un 
second état distinct du premier. Pour y parvenir, nous suivrons une 
méthode semblable k celle dont M. Poisson s'est servi pour établir les 
formules (7), (8), et nous supposerons que les pressions A, B, C, D, 
E, F, relatives au second état du corps élastique, dépendent en chaque 

(») OEuvrcs de Canchj', S. 11, T. VUI, p. 217. 
(*) Ibid,, p. x-;o. 
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point (a?, j, s) des déplacements relatifs des particules situées dans le 
voisinage de ce même point. Or, si Ton désigne toujours par Ç, yj, î[ ces 
déplacements mesurés parallèlement aux axes coordonnés dans le pas- 
sage du premier état au second, les déplacements relatifs de la parti- 
cule qui coïncide dans le second état avec le point 

(jc 4- ^-r, y H- A/, z -h As), 

par rapport a la particule qui coïncide avec le point (ic, j, 5), seront 

les trois quantités 

A£, Arî, Aî. 

D'ailleurs, si Ton nomme r le rayon vecteur mené du point (a:, j, 5) 
au point {x -h Ax, y -h Aj, z 4- As), et a, p, y les angles formés par ce 
rayon vecteur avec les demi-axes des coordonnées positives, on aura 

(i5) Aj7 = /*cosa, A/==:rcosp, A5 = /'cosy; 

et les trois quantités A^, Ay], A^ seront, dans le voisinage du point 
(a?, j, 5), sensiblement déterminées par les formules 

^'^ = Âï^^-^ dy^^-^ 55^^'" V^^*^"'*-*- ay"^''^-^ di'^^'yj- 

Donc les déplacements relatifs des diverses molécules dans le voisinage 
du point (^, j, s) dépendront principalement des neuf quantités 

(^ d^l (9£ d|Y} ^ *o ^^ ^^ ^^ 
dx dy dz dx dy dz dx dy dz 

qui serviront de coefficients aux cosinus des angles a, p, y dans les 
valeurs des rapports 

A? Ayï AÎ 
— , — , — .. 

r r r 

Donc, en adoptant l'hypothèse ci-dessus mentionnée, on devra re- 
garder les pressions A, B, G, D, E, F comme des fonctions de ces six 
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quantités. Enfin, si, en considérant ces quantités comme infiniment 
petites du premier ordre, on néglige dans les développements des 
pressions A, B, C, D, E, F les infiniment petits d'un ordre supérieur 
au premier, les fonctions dont il s'agit seront remplacées par des fonc- 
tions linéaires, en sorte qu'on pourra supposer 


, dS, dr, d: 


à^^ 


an 


('7)( 


B = b H- b| ^ -h l)j ^. 4- bj ^ 


dx 


ày 


c = 


dÇ dn dX. 


I) = > + 




A ^^ 


d^-? 
'•'d- 


E -; e + e 


08) < 




an 


dX 
CjT- -1-e 
dz 


F=f 4- 




ày 


h^ 


f, 


dK 


'dz 
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d^ 
dx 



dz dy)^ *\dx dz) 

\ds ày) 

(&n_ 
\dz 


b l^^ 



'*\ày^di) 

_dv\ 
dx) 

) 



<î 


dn 
dx 



fdK_ 
\dx 



b, 


\ày 


d-n\ 
di)' 


{dn ^dK\ {dK dl\ (dl dn\ 
\Tz-^à-yr''\Tx^àr''\fy^rx} 


dz dy) *\dx dz) 


(an 
\dz 


ày 
^\ày 


_àn\ 
dx)' 


(an 
\dz 


ày) 


A (àX. àl\ . (d\ dn 
'^\Tx^Jz)^'^\Ty^Tx 


ày 


dn\ 


I 


\dz~ Tyr ^\d'x~ 

(an dX,\ ( 
\Tz^Tyr^\ 



(ai 

\ày 


dx ) 

dn\ 
dl)' 


El 
dx 



\dz dy)^^*\dx dz) 


JÉi + àn\ 

'{dy^dx) 

_dn\ 
dx) 



(dn 
\dz 



dn\ 

Ox) 


\ôy Ox 

\dz ôy ) ^\dx dz) \dy dx 


dx) 


Pour découvrir les relations qui peuvent exister entre les soixante 
coefficients que renferment ces dernières formules, il suffit d'observer 
que le premier état du corps continuera de subsister, si, dans le pas- 
sage du premier état au second, on a déplacé tous les points, en les 
faisant tourner simultanément autour de l'un des axes coordonnés. 
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Supposons, pour 6xer les idées, que, dans le passage du premier état 
au second, le corps ait tourné autour de Taxe des z; et soient, dans le 
second état du corps r, t les coordonnées polaires du point (^,y>5) 
projeté sur le plan des a?, y^ en sorte qu'on ait 

(19) a: = tCOST, j=:tsinT. 

Désignons d'ailleurs par i l'accroissement qu'a reçu l'angle t dans le 
passage du premier état au second. On aura évidemment 

( I = tcosT — i.cos(t — «)z= j?(i — cosO — jsini, 
(20) 

( rî=ivsinT — tsin(T — «) =/(i — cost) -hx sini, 

puis on en conclura, en considérant «comme infiniment petit du pre- 
mier ordre, et négligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur 
au premier, 

(21) Ç z= — I J, Yî =: £ JC. 

D'autre part, les valeurs de A, B, C, D, E, F relatives au premier état 
du corps, ou celles qu'on déduit des formules (17), (18), en rempla- 
çant 5, Y], Ç par zéro, savoir 

a, b, f, b, f, f, 

devront coïncider avec celles qu'on obtient dans le second état du 
corps, lorsque, aux axes rectangulaires desx.y, on substitue de nou- 
veaux axes coordonnés qui forment avec le demi-axe des x positifs 

les angles t et ~ -h i. Il en résulte immédiatement que les formules (7), 

(8) de la page 43, et les formules (i3), (i4) de la page 44» subsiste- 
ront si l'on y remplace les pressions A, ife, e, (©, €, #par a, b, c, î>, e, f, 
pourvu que l'on y pose en même temps 


(22) 


«l — 1, 


TT 

«, — h £, 

2 

TT 

?. l- 

• 

^2- h 

s "^ 

TT 


TT 

y» = o, 
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ou, ce qui revient au même, 

/cosai=cos«, cosa5 = — sini, %cosaj=:o, 
(23) < cos(3i=:sin«, cos(3,=icos«, cos{3j = o, 

( cos/i — o, cosyi = o, cosyj=i. 

On trouvera, en conséquence, 

/ A i=ûcos'£-h bsin*/— 2fsintcosi, 
(cj4) ' B = û sin*/-h bcos'£-4- afsinecosi, 

(C = f, 

/ D = 5 0081 -h csini, 
(25) ' Ei=— bsiniH- ccos£, 

( F = (a — b)sin/cos£ -h f(cos*i — sin*0 ; 

puis on en conclura, en négligeant les infiniment petits du second 
ordre, 

( a6 ) A — û — 2 £Ï, B =: b -+- 2 lï, C = f, 

(27) |)=rb-+-lC, Ezzif — «>, F = f4-l(û-b). 

D'ailleurs on tirera des équations ( 1 7), ( 1 8), réunies aux formules (2 1 ), 

(28) A = Û — 2139, B=ib — 2«b<„ C=:f— 2iC9, 

(29) 1) =: 5 — 2«(l9, E = f — 21*69, F^=f — 2lf9; 

et, comme ces dernières valeurs de A, B, C, D, E, F devront s'accorder 
avec celles que fournissent les équations (26), (27), on aura nécessai- 
rement 

(30) ag— f, Ihj— - (, C9 = o, 

(3l) Cl^r-r-j-f, 69^55, f.,:z:J(b-0). 

On trouvera de même : i^ en supposant que, dans le passage du pre- 
mier état au second, le corps ait tourné autour de Taxe des j, 

( 3*? ) fls -- - f , bn -- O, Cs --- f , 
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2® en supposant que, dans le passage du premier état au second, le 
corps ait tourné autour de Taxe des a?. 


(34) 
(35) 


Si^=0, 


b,= 5, 


C7 = — b, 


â,= i{c-^h), e,=:-H f, = ic. 


En vertu des formules (3o), (3i), (Sa), (33), (34), (35), les coeffi- 
cients compris dans les équations (17)» (18) se réduiront à quarante- 
deux, et ces équations deviendront respectivement 


\ôz dx) \dy dx) 
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A àl 
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(37) 




et 


A àtt 


^*d-z 
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d. 
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àK 
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Ajoutons que, si le premier état du corps est un état d'équilibre, dans 
lequel les forces accélératrices soient nulles, les pressions a, b, r, ), 
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t, f, relatives à cet état, devront vérifier les conditions 


(38) 


dû d( dt 
dx dy dz 

o, 

ai dh dh 
dx dy dz 

0, 

dt dit dt 
dx dy dz 

— o, 


que l'on déduit des équations (i) en y remplaçant A, B, C, D, E, F par 
a, b, c, î>, e, f, et X, Y, Z par zéro. On peut remarquer d'ailleurs que 
ces conditions seront toujours remplies, lorsque les pressions a, b, c, 
î>, e, f relatives au premier état du corps se réduiront à des quantités 
constantes, c'est-à-dire, indépendantes de la position dupoint(a?,j, 5). 
Il est bon d'observer que les équations (36), (37) comprennent, 
comme cas particuliers, les formules qui se trouvent inscrites sous les 
mêmes numéros, aux pages 172, 173, et qui se déduisent de ces équa- 
tions lorsqu'on pose 

a,==a-i-û, b|— f — b, c,= e— r, (l,=:u — ï, 64= v, fi= w, 

a,= f — 0, b,^ b -h b, Cj= (1 — f, di— u', . e,= v'— c, f,z= w', 

83= e — 0, bs= (1 — b, Cj~ c -+- f, dj^: u\ 63= v', f,= w'— f, 

b H- f f r 

(39)/a;"U, bt^u'-t-b, c^—ix"-^^, d4=d -+- » e^^w'-h -» f^nzv'-i- -r 

Ogi-- V -+- C, hi=\\ Cj^w^-hf, ds^iw^H- -» 65= en j fj=: u h — , 

2 2 2 


a6=:w-+-f, bg— w'-hf, Ci—w", dfi— v'h--, e,= uH--> fj=f-+-*"~'~ 


2 3-2 


Ainsi les valeurs de A, B, C, D, E, F, déterminées généralement par 
les formules (36), (37), conservent les mêmes formes, quand, au lieu 
de considérer les corps comme des masses continues, on les regarde 
comme des systèmes de points matériels qui s'attirent ou qui se re- 
poussent à de très petites distances. Seulement, les quarante-deux 
coefficients renfermés dans les équations dont il s'agit se réduisent 
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alors à vingt et un, et vérifient les conditions 

«3 4- b = c, -+- f = (Il , 

2 

(4o) \ c, -t-f =a,-^o=:e5 , 

, . r Û -4- b 

aj -h =r bi -h b z= f, ! 

2 

/ d,-hb = a4=e«— |> = fj-A5, dj-h^rnb*, da-f-b — c^, 

( f, -^f=ia„ f, -f-r- b„ f,4-f=c6=d,-|fz:ie4-iC. 
Soient maintenant 

(42) X, aft>, G, CD, tC, ^ 

ce que deviennent les pressions A, B, C, D, E, F lorsque, dans le se- 
cond état du corps, on fait tourner les axes coordonnés des x et y 
autour de l'origine, de manière à substituer au demi-axe des x posi- 
tives celui qui, partant de l'origine, se dirige vers le point correspon- 
dant aux coordonnées x, y. Supposons d'ailleurs que l'on désigne 
toujours par t et t les coordonnées polaires de ce dernier point, x^ ê, 
C\ S, iJi,, CD; C, CD, G seront les projections algébriques suY les nouveaux 
axes coordonnés des pressions ou tensions que supportent dans le 
second état du corps trois plans menés par le point (^» j» 5), et per- 
pendiculaires, le premier au rayon vecteur t, le troisième k l'axe des ;;, 
le deuxième à la droite d'intersection du premier et du troisième. Or 
ces nouvelles pressions ou tensions seront évidemment liées aux pres- 
sions ou tensions A, B, C, D, E, F par les formules qu'on obtient 
lorsque, dans les équations (24)» (^S), on remplace l'angle 1 par 
l'angle t, et a, b, c, ï, e, f par ,.1,, aft», e, (D, C^ ^; de sorte qu'on aura 

A = Xcos*T-M)î> sin*T— 2^sinTC0ST, 

(43) ( B = e)V» sin'TH-iii>cos*T + 2#sinTC0ST, 

C=G; 

D= CDcosT -h <î^ sinr, 

(44) ^ E = — (D sinr-h CcosT, 

, F = (cvl» — ift)) sinr cost -h ^(cos't — sin'r), 
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ou, ce qui revient au même, 

. JU -+- iftî X — if!> « . 

A— 1 C0S2T — ^Sm2T, 

2 2 ' 

(45) { ^ JU-MJb a^ — Ife ^ . 

d:= C0S2T4-^Sm2T, 

2 2 


(46) 


D=: (î)C0ST-4- C sînt, 

E =— (D sînt -h C cosT, 

F =: Sm2T-h.TcOS2T. 


Ajoutons que des formules (45) et (46) on tirera 

(47) A 4- B = JU -f-iJb, A — B = ( JL — ift») C0S2T — 2# sin2T 

et, par suite, 

A-hB A — B „ . 

X= 1 C0S2T-hFsm2T, 

2 2 

(48) / . A + B A-B ^ . 

'Ub=i C0S2T-- Fsm2r, 

2 2 

8=C; 

/ cjfe) = D cosT — E sinr, 
C =D«6inT4-EcosT, 


(49) 


4 A — B . -, 

^ = Sin2T -+-FC0S2T. 


Désignons à présent paryt et par i les accroissements que reçoivent 
le rayon vecteur t et l'angle t, tandis que le corps passe du premier 
état au second. On aura 

^^ ^ ( ?=itC0ST — t(l— y)C0S(T— 0. 

(5o) 

( Yî = t sinr — t(i — y) sin(t — «); 

puis on en conclura, en considérant les quantités i, j comme infini- 
ment petites du premier ordre, et négligeant les infiniment petits d'un 
ordre supérieur au premier, 

(5i) Ê = — *tsinT-+-ytcosT, Yï =i«tcosT-i-ytsmT 
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ou, ce qui revient au mêmet 

(52) S = — «>-i-y>, r) = «>-+-y>. 

D'autre part, en considérant t et t comme des fonctions de a?, y, on 
trouvera, eu égard aux formules (19), 

(53) t^=x^'^y\ tangT = ^, 
et, par suite, 

(54) tdt = a:dx'hydy, dr= ^ i»!^y« ^ ' 


ou, ce qui revient au même 


(55) at=icosTa^-l- smToy, aT= 


dx 

t 


On aura donc 

(56) ^-z=cosT, -r-=sinT, 3—= smr, 3- = -cost: 

^ ' ax ày ox \ ày t 

et, si Ton suppose i, y, ^ immédiatement exprimés en fonctions de t, t 
et 5, on trouvera encore 

di di 1 di . ôi di . i di 

-T- = -r cosT 5- smT> ^- m ^- sint -H - ^ cosr, 

ox at t crr oy âx. t or 

(67) < 

~- = -7-cosT 3^ainT, 3^ = —-sinr-f- - ^cosr, 

ox du i c/T 07 du t <^ 

(58) 3-^ = ^cosr 3- smr, -r- = -rsmr-h - -rcosr. 

dx àt V âr ày dv % dr 

Cela posé, les formules (Sa) donneront 

dl . di di dl . <?i di 

dx '' -^ dx dx dy "^ dy dy 

(59) { 

dr\ _ . di àj^ ^ — ' ^ ^ . 

dj7 """ do? '^do:* dy^ dy ^ dy^ 
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et l'on conclura do ces dernières, combinées avec les équations (^9) 
et (57). 


(60) 


à^ I /.di dj\ I [/ai d/\ (dj di\ . "1 


dy 


I (di dj\ t V/di dj\ (dj di\ . 1 


(61) 


/ dl df) (dj di\ (di àj\ . 


àç, dn . dj di 

OY ÔX 07 C/t 


On trouvera d'ailleurs 


/ de, di dj f di . dj \ 

(62) ; ^ ^ 

di [di dj . \ 

y-j- :== t --cosT-h -r suit). 
■^ dz \dz àz ) 


dr\ di di f di di . 

ôz dz 


Enfin, si Ton substitue dans les équations (36) et (37) les valeurs de 

d^ d^ àl H dl &n d^_d^ d\ dri 
dx ôy ÔX dy dy dx^ dy dx dz^ dz 

tirées des formules (58), (60), (61), (62), on obtiendra de nouvelles 
valeurs de A, B, C, D, E, F, qui, substituées elles-mêmes dans les for- 
mules (48), (49)» fourniront le moyen d'exprimer les pressions x, ofe, 
3, (D, €, S en fonctions des quantités 

(63) /, y, i, T, 

et des coefficients différentiels 

^, di di di^ dj dj dj ^ dC d^ d^ 

^^^^ 7t' dV dz' JJ di' Tz' dl' di' Tz' 

Si, après avoir obtenu, comme on vient de le dire, les valeurs de Ji, 
iJl), e, (D, C, ^, exprimées en fonctions des quantités (63) et (64), on 
cherche ce qu'elles deviendraient dans le cas où l'on déplacerait, en le 
faisant tourner autour de l'origine, le demi-axe polaire, à partir du- 
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quel se compte l'angle t, il suffira d'observer que, en vertu d'un sem- 
blable déplacement, la variable t serait augmentée ou diminuée d'une 
quantité constante. Donc, pour déterminer les valeurs que prendraient 
x, ife, e, (©, C, $ après le déplacement dont il s'agit, il suffirait de rem- 
placer, dans les formules (58), (60), (61), (62), (48) et (49)» l'angle 
T renfermé sous les signes sin et cos par l'angle T-hS, S désignant une 
constante positive ou négative. Or il faudrait évidemment que les va- 
leurs de Xn ifi). S, (D, C, ^, ainsi trouvées, conservassent la même forme, 
quel que fût l'angle S, pour que le corps, dans son premier état, put 
être considéré comme offrant la même élasticité en tous sens autour 
d'un axe quelconque parallèle à l'axe des z. Il reste à examiner quelles 
sont les relations que doivent avoir entre eux les quarante-deux coef- 
ficients 

^» ai, 9], 83, 84, dj, Ss, 

b, bi, b„ bj, bt, bj, b„ 

,^^. , ^f Cl, Cj, C3, C4, Cs, Cj, 

(60) / 

b, d,, d„ dj, di, ds, de, 
'> ei, Cj, 63, 64, 65, e«, 
^» M> hf hf ■*> '5» Uf 

pour satisfaire à la condition que nous venons d'indiquer. 

Afin de résoudre plus facilement la question dont il s'agit, attri- 
buons d'abord a S la valeur particulière ir, et supposons, en consé- 
quence, que les valeurs de x, ife, 3, cô, C, ^, déduites des formules (58), 
(60), (61), (62), (36), (37), (48) et (49)» conservent les mêmes 
formes, tandis qu'on y substitue l'angle t -f- t: à l'angle ir. Il est clair 
que, après cette substitution, les valeurs des quantités 

(66) A, B, C, F, -, ^, j^ + ^, 53. -dî' 

fournies par les équations (45), (4^), (Go), (61), n'auront pas changé, 
tandis que les valeurs des quantités 

(f\n\ n F ^^ ^^ ^^ ^^ 
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fournies par les équations (46)> (^S)« (^^)> auront simplement 
changé de signe. Donc les formules (36), (87) continueront de sub- 
sister lorsqu'on y changera seulement les signes des quantités (67). 
Donc ces formules entraîneront les suivantes : 

. dl &n dK (dl èt\\ J di, &n\ 

r . àl d-n dX (dl ^\ 

(70) Y = '^\Tz-^Ty)-^^\Tx-^dk)^\di-Tyr 

o-c.r^H-^Uc.f^ + ^U»r^-*5Ue('^-^V 

' X y ai .art . dK . (dl d-n\ t (d\ &n\ 
''-''^^^Tx-^^^Ty-^^*Tz^^\fy^Tx)--ATy-Tx} 

m 

Or les équations (70), (71) devant subsister pour des valeurs quel- 
conques de ^f Y], ^, et, par conséquent» pour des valeurs quelconques 
des quantités 

dl âri^ âK an àK dK^ d^ d^ &n, ^_^ ^_^ Él^t^ 
dx dy^ dz^ dz dy dx âz* ây dx^ ôz ây* dx dz^ dy ôx* 
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on en conclura immédiatement 

(72) a4=ia5=:o, b4=bj=o, c4=:c5=ro, 

(•jS) b— di— dj— dj— de= o, r =: ei=3 e,iii 63=1 ee= o, f^rizfj^o. 

Concevons à présent que l'on attribue à S la valeur particulière -, 
et supposons que les valeurs de X, ift), e, 00, C, .f doivent encore con- 
server les mêmes formes quand on substitue Tangle t H — à Tangle t. 

Cette nouvelle substitution, opérée dans les formules (45), (46)» (58), 
(60), (61), (62), aura pour effet de changer les valeurs de 

(74) A. B.D. E. F, -, -, -, ^., ^ + _, .-,- 

en celles dd 

/ -N I» A r n V àK dK df) dl /'dEdn\ dv dS, 
(70) B, A. E. -D. -F, -^, ^, ^. ^. _|^_ + _j, ^_, _^. 

Donc les formules (68), (69) devront continuer de subsister quand on 
y remplacera les quantités (74) par les quantités (75), et Ton aura né- 
cessairement 


da: ' df 


, dZ . /d^ dn\ , Jdi dr)\ 
^^di-Hd-y-^diJ-^Xdy-d-^)' 


, ^. n àl _ dn dX {dl , d-n\ Jdn d£, 


I 


r dl dv dt: (dl di\\ 

àf\ dK\ (à^ d^X c — a/àf] âZ' 


„. e,ii-.J=|-e,,:^ïl^-l^-0).î(i-g) 


dz dyj xda: ds 


/ . "u A l'à-n dK\ ,/dK , dl\ b-t /dK dl\ t [dn dç\ 

ôx Oy ôz \ôy ôxj 2 \ôy ox) 

Or, ces dernières valeurs de A, B, C, D, E, F devant s'accorder avec 
celles que fournissent les formules (68), (69), quels que soient les 

Of.uvres de C, — S. U, t. IX. 46 


362 SUR L'ÉQUILIBRE 

déplacements $, y], ÎI, on en conclura 

(78) û=ib, a,= bî, a2=b,, 33= bj, ae=:— bg, Ci==:c„ C6=o, 

(79) d^=:e5, d3=:— e*, f = o, f,=z— f,, fa — o. 

Par suite, les formules (68), (69) pourront être réduites à 

to \ J T» ^\ ^^ à^ / de dri\ 

(80) B = a4-a,^-t-a.^ + a,^-a.(^^ + ^j, 


de drt 


C = f + C, i^ H- 


dy dx 






et Ton en tirera 


A -h B a, -h ai /^^ dt\ 

• ■ = û ■ 




A — J^ _ a, — a t ( àl __dri 


\ây âx) 


Concevons enfin que Ton attribue k ô la valeur jy et supposons que 

les valeurs de x, ill>, a, cô, «1:, ^ doivent encore conserver les mêmes 

formes quand on substitue l'angle t 4- 7 à l'angle t. Cette dernière 

substitution, opérée dans les formules (45), (46), (4?)» (58), (60), 
(61), (62), aura pour effet de changer les valeurs de 


(83) F, 

en celles de 


A-B dl dn dl dr\ 


2 ôy ôx^ ôx ôy 


^' -^. 'û-%' -(i-ë> 
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et les valeurs de 

(^^) ^' ^' d^' T/ Tz' Tz 

en celles de 

d-hE^ e-d^ J_/^^_:^Y _L/^^h._^1Y J^i^^^X J-i'h^f^ 

sjT' \/2 ' V/2W <^7/ V/2W ^^/ v/qU- àz)' y^f^\dz dz^ 

Donc les formules (80), (81), (82) continueront de subsister quand 
on y remplacera les quantités (83) et (85) par les quantités (84) et 
(8G), de sorte qu'on aura 


(87) 




(88) 




dxj 




+ (d,^(U) 


(^J7 ()j/ 2 \c^-; É^/ <>5 c^J^ 


Pour faire coïncider les valeurs précédentes de ' et F avec celles 


2 


que fournissent les équations (81), (82), il est nécessaire d'assujettir 
les coefficients ' ' 'S a^, f,, f^ aux deux conditions 


(89) ^^7^ = ''.. ae = -f,. 

Quant aux formules (88), elles s'accordent avec les deux premières 
des formules (81), quels que soient d'ailleurs les coefficients d^, dj, n 
et c. 
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En vertu des formules (89), les équations (80), (81) se réduisent à 

. {dl drt\ dX f dl .{dl di}\ 

(90) .B=:a + a.(5;^ + ^) + a,^+af.^4-f,(^55+^j. 
r. i dl dr)\ ÔK 


n i/<^fl à^\ xfàX df\ c — tt/àrt âK\ 


'\d= ■*" dy 

dx ()y ) \dy ' dx 


(9.) -E:-d.(^ + ^j + d.(3- + ^J+- 


F ..r,^_-"ii +f. 


Cela posé, les formules (48), (49) donneront 


/ 


. ,/ t^(àl àii\ à'; t[fd':, dn\ ( dl di\\ . 1 

. \(d\ d-n\ (dl &t{\ . 1 

- f' \Kd-y -^ dj^r'"- [d^ - d^n^'l^ 




, f.(dl dt\\ dÇ Aldl dt\\ (dl dn\ . 1 


""^dx 


S==c+c. -,-^- + ^ +c 


dA\ , dt, 
TyJ^'^dl' 




<93) / C rd» 
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On tirera d'ailleurs des équations (58), (60), (61) et (62) 

(94) _cosT+^s.nr = ^. -cosr- ^-s.nr = - ^. 

/ CN âl dri . ai 0/ 


(96) 


\ ( T^ — -3- )cos2r+ ( j^ -+- -5- sinar=:— -7- +i.-j^ 
1 \dx oy ) \dy ox j or àt 


di 


, . â^ an , à/ dt] dl . di 

(97) 55«°"+ d?*'"^=^5i' di*^""- 5i''""='=d:-' 

Donc les équations (ga), (93) pourront être remplacées par les sui- 
vantes : 

' . / . di dj\ ./. d/\ dK ./d/ di\ 

<98) K,v. = a + a,(v + ^ + ^|) + -f.(/-+^)+a,^ + f.(J^ + .Ji). 


«:> 


= r + c 


/ . di d/\ dK 


^ . ( di i dK\ . / dj dK\ t — n( di r dÇ 

, V ] r a( àj dK\ . ( di , i dK\ r - « / dj dK\ 
(99) \^-^^A^T.-^d.)-^^Kàz^~^'ài)-^-—Kd-z-é) 


^■=-^'(^:-4)-<^: 


di 


Comme ces dernières valeurs de x, ift>, G, (ô, c:, ^ ne changent pas de 
forme, quand on remplace l'angle t par t -f- S, S désignant une quan- 
tité constante, il en résulte que les conditions (72), (yS), (78), (79") 
et (89) sont les seules auxquelles il faille assujettir les quarante-deux 
coefficients a, b, c, î>, e, f; a,, b<, c,, d,, e,, f<; ag, b^, . .., pour que le 
corps, dans son premier état, puisse être considéré comme offrant la 
même élasticité en tous sens autour d'un axe quelconque parallèle à 
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Taxe des s. Lorsque ces conditions sont vérifiées, les valeurs des pres- 
sions 

A, B, C, D, E, F 

se réduisent à celles que fournissent les équations (90), (91)- 
Si, pour plus de simplicité, on écrit dans ces équations 

a, c, a', 'à\ c', c\ d', d', r, T 

au lieu de 

û, f, 82, 33» Cj, Cj, 04, dj, i|, fj, 

on trouvera 

C =1 C -f- c' -7^ -h c' ^- -h c" ~; 
Jj? d/ d:; 

\dz ôy ) \dx ùz) 2 \dz dy 

<■»■) !— (S-|)*-'(Ê-©-~"(i-f;> 

Il est bon d'observer que les équations (90), (91) ou (100) et (10 1) 

renferment seulement dix coefficients dépendants de la nature du 

corps, savoir 

a, c, a', a'', c', c', d', d", f, T. 

Si Ton combine les formules (4o), (40 avec les conditions (72), 
(7'^), (78), (79) et (89), on trouvera 

û H- f 

( I osi ) 83 -i- Il = C2 + f ~ di , a j 4- û — fj — a, 

(io3) f| = o, dg^io; 

puis, en écrivant a et c au lieu de 0, c, et posant 


(io4) a3H-a=:c,-hc — d4— --"t^ — d, a,-h a =. r«— a = f, Cj— c-k. 
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on tirera des équations (90), (91), 

A=a^-(3f+a)§-H(f-a)g + (d-a)|. 
(,o5) ^B = a + (f-a)§ + (3f+a)g+(d-a)|. 

C^C-H(d-C)^+(d-C)g-H(k-HC)|, 

D = (d + c)g + (d-,-a)|. 
(106) ^•E = (d + a)^4-(d-f-c)^, 


f=('*«'(|-5l) 


Ces dernières formules ne renferment que cinq coefficients dépendants 
de la nature du corps, savoir 

a, c, d, f, k. 

Elles sont d'ailleurs comprises, comme cas particuliers, dans les équa- 
tions (24), (25) de la page 170, et se déduisent de ces équations 
lorsque, en supposant 

(107) G:=:H, P = Q, L=:Mr=3R, 

on prend 

11 suit, du reste, des principes exposés dans le IIP Volume (p. 199 et 
2oi) (*) que les conditions (107) sont précisément celles auxquelles 
il faut assujettir les quantités 

G, H, L, M, P, Q, R, 

pour que l'élasticité du corps reste la même en tous sens autour d'un 
axe quelconque parallèle à l'axe des z. 

Si l'on veut que le corps, dans son premier état, puisse être consi- 
déré comme offrant la même élasticité en tous sens autour d'un point 

(^) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VIH, p. 289 et a4o. 
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quelconque, et par conséquent autour d'un axe quelconque parallèle 
ou non parallèle k l'axe des z, il faudra que les valeurs de A, B, C, D, 
E, F, fournies par les équations (90), (91), ou (100) et (loi), ne 
changent pas de forme après un échange opéré entre les axes des x^ 
y, z. Or, si l'on remplace l'axe des v par l'axe des 5, et réciproquement, 
on devra, dans les formules (loo), (loi), échanger entre elles les 
quantités B et C, E et F, j et s, y] et ^. On aura donc, par suite, 

\ÔJ^ ôz) ay oz \dz ox) 

»="'(5;-|)-'-(Ë-.^)-^(5^-|> 

Pour que ces dernières valeurs de A, B, C, D, E, F s'accordent avec 

celles que fournissent les équations (100), (loi), il suffit d'assujettir 

les coefficients 

a, c, a', a% c', c% d', d', T, P 

aux conditions 

(MO) ai=c, a'in a''--- c/, c"— c'^2r, i\—{\ d'^rf'— o. 

Cela posé, si l'on désigne par / la valeur commune des deux quantités 
a, c, par K la valeur commune des trois quantités a', a", c', et par ^k la 
valeur commune des deux quantités d', f", on trouvera, en ayant égard 
à la formule (10), 

(ru) A = ^ $ -4- K j + /, B :^ ^ 3- -H K j -+- /, C =: A- ? -h K j 4- /. 

ox oy OZ 

1 \dz dyj 2 \àx dzj 2 \dy dxj 
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Les formules (m)» (112) pourraient être établies directement par la 
méthode à l'aide de laquelle nous avons obtenu les formules (12) et 
(i3). En supposant / constant, c'est-à-dire indépendant de x, j, 5, on 
déduit de ces deux systèmes de formules les mêmes équations d'équi- 
libre ou de mouvement intérieur des corps élastiques. Ajoutons que 
l'on peut tirer les formules (m)» (112) des équations (67) de la 
page 178 du III* Volume des Exercices (*), en posant dans ces équa- 
tions R = Ku -h /. 

(*) Œuvres de Caucfty, S. U, T. Vm, p. a 16. 
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SDR U TRANSFORMATION ET LA RÉDUCTION 


D UNE 


CERTAINE CLASSE D'INTÉGRALES 


Considérations générales. 

Considérons une masse M concentrée sur une surface plane ou com- 
prise sous un volume donné. Si Ton rapporte les divers points de cette 
surface ou de ce volume à deux axes rectangulaires des œ, y^ ou à trois 
axes rectangulaires des x, j, s, la masse M sera représentée par une 
intégrale double ou triple relative aux variables a?, y ou a?, y, 5, et 
dans laquelle la fonction sous le signe C sera précisément la densité 
correspondante au point {x,y) ou {x.y^z). Supposons maintenant 
que la surface ou le volume donné s'étendent indéfiniment dans l'es- 
pace. La masse M pourra conserver une valeur finie, si la densité 
devient sensiblement nulle à de très grandes distances de l'origine 
des coordonnées; et, si l'on désigne cette densité par/(ir,j) ou par 
f{x,y,z), on aura 

(1) ^=ij J n^yy)dxdy, 
ou 

y»« r%* r%-» 

(2) M= f f I /{x,y,s)dxdydz. 

Concevons enfin que la densité /(j7,j) ou/Çx^y^ s) se réduise à une 

expression de la forme 

f(?,p), 

Ç, p* désignant deux fonctions entières et homogènes de x, y^ z du 
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premier et du second degré. Les intégrales (i) et (2) deviendront 


(3) 


u=J" rfa,p)dxdjr. 


(4) M= r r rHX,9)dxdydz. 

Or ces dernières intégrales peuvent subir diverses transformations qui 
conduisent à des résultats dignes de remarque, et que je vais exposer 
dans les paragraphes suivants. 

§ 1. — Sur la transformation de l'intégrale j 1 f(^, p)rfj:rf/, dans 

laquelle Ç, p' désignent des fonctions entières et homogènes de x, y^ du 
premier et du second degré. 

Désignons par a, 6, A» B, C des constantes réelles dont les trois der- 
nières soient tellement choisies que le trinôme 

(i) Aœ*-hBy*-¥-2Cxy 

reste positif pour toutes les valeurs réelles possibles des variables x,y; 
et considérons l'intégrale 

(2) S=f^ f'ta.p)dxdy, 

$, p* étant deux fonctions de x,y, z, déterminées par les formules 

(3) ^ = aa:-^-by, 

(4) p = (Aar*H- B7«-4- 2Cxy)K 

On pourra regarder les variables x^ y comme propres à représenter 
des coordonnées rectangulaires, et leur substituer des coordonnées 
polaires /?, r qui soient liées avec elles par les équations 

(5) a? = rcos/>, y=:rs\np. 
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Gela posé, si Ton fait, pour abréger, 


(6) 

M cos/?, V sinpf 

i (7) 

P au -h bi>y 

(8) 

Q — (Aa*4-Bi^*-h2C«i^)S 

on trouvera 



(9) ^^P'-, P = Q''. 

De plus, en vertu des règles connues, on devra, dans l'intégrale (2), 
remplacer le produit dxdy par rdpdr^ et cette intégrale deviendra 

f f(Pr,Qr)rdpdr. 

En comparant la formule (2) à la formule (10), on en conclura 

(II) f^ f^H^.p)dxdy=J^ J^'î{Pr,Qr)rdpdr. 

Si Ton suppose en particulier 


(12) 

ai, 60, 

(i3) 

A — B — I, C — 0, 

on aura 


(i4) 

1 = 0!, p = (x* + y*)K 

(i5) 

P cosp, Q I, 


et la formule (i i) donnera 


(16) 1 f {[x,{x*-hyy]dxd/= f f {{rcosp,r)rdpdr. 

Supposons maintenant que, les conditions (i3) étant remplies, on 
attribue aux quantités a, h des valeurs a, p qui vérifient la formule 

(17) a«-l-(3« = i. 
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On pourra concevoir qu'aux coordonnées rectangulaires a:, y on sub- 
stitue deux autres coordonnées rectangulaires ^, yj dont la première \ 
serait déterminée par Téquation 

(i8) l^oLx^^y, 

m 

et considérer a, ^ comme représentant les cosinus des angles formés 
par le demi-axe des \ positives avec les demi-axes des x et des y posi- 
tives. Alors on aura nécessairement 

(19) j?«H-^«=Ç«4-Tri«. 

Par suite, la seconde des formules (i4) donnera 

(ao) p = (|*4-ti«)*. 

et l'on tirera de Téquation (2) : 1° 


S=y J*f[$,(4*4-tï«)«]^$e/Yi; 

2® en ayant égard à la formule (16), 

/ {{rco^Pfr)dpdr, 


On aura donc, en admettant que la condition (17) soit remplie» 

(aa) / / {\.oLX'^^yy{x^'^'y'^y\dxdy=j j f(rcosp)rdpdr. 

On trouvera de même, en désignant par k une nouvelle constante et 
remplaçant f($, p) par f(*$, p), 

f f t[k.{(xx-^^y),(x*^y^)*]dxdf 
= / / î{krcosp, r)rdpdr 


D'ailleursi pour faire coïncider le premier membre de l'équation (23) 
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avec Tintégrale 

il suflira de choisir a, p, k de manière a vérifier les formules 
et alors Téquation (17) donnera 

On satisfait à l'équation (25) en prenant 
Si, pour fixer les idées, on suppose 

(26) A- = (a'4-6*)^ 

on tirera des formules (23) et (24) 

1 / / Aax-\-by^{x^-iry'^Y\dxdy 

^^7) j "" 7" r \ X 1 

/ =11 îlia^-hb^yrcospyrjrdpdr. 

Cette dernière équation subsiste, quelles que soient les valeurs réelles 
attribuées aux constantes a, b. 

Concevons à présent que les coefficients A, B, C cessent de vérifier 
les conditions (i3). On aura évidemment 

('î8) p*=zkx^-hBy''^'iCxyz=:\(x-hjyj H ^ — r'. 

D'autre part, le polynôme (i), qui est précisément égal à p^, devant 
rester positif pour toutes les valeurs réelles de x, y y le dernier membre 
de la formule (28) jouira de la même propriété, d'où il suit qu'on aura 

QKupres de C. — S. M, t. IX. 48 
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encore 

(ag) A>o, AB — C">o. 

Cela posé, si Ton fait, pour abréger, 

(3o) 12i:=(AB-C«)« 

et 

(3i) x = AMa;+j/J, y— --^r, 

les nouvelles variables x, y seront réelles en même temps que a-, v, et 
la formule (28) donnera 

(3-2) p«=zx'4-y-. 

Alors aussi, en remplaçant, dans l'intégrale (2), x par x et y par y, on 
trouvera 

(33) S^^f'^ j'^î(lp)dxdy, 

tandis que les formules (3i) donneront 

dx=—y 6/7 = A' ■^. 
A* " 

De plus, on tirera des formules (3i) 

(34) y=^y' ^^^(''-sy)' 

et, par suite, 

(35) ? = ao: -f- 6j^ = ax 4- by, 

les valeurs de a, b, c étant 


(36) a = 

-.^,a, b_-^^(b 

puis on en conclura 


(3?) 

(a'4-b')^r--K, 
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la* valeur de K étant 

(38) K_(^ ÂÎÎZ^' ) • 

Cela posé, la formule (33), jointe à l'équation (27), donnera 

8 = 1 r r ff.ax-^by,(x«-t-y«)']rfxrfy 


.« »» — g» 


— o / / H(a*-+- b')Vcos/>, /Jr^/;^/', 


ou, ce qui revient au même. 


(89) ^ " ô / / f(^fCOspf r)r dpdr. 

En comparant cette dernière équation à la formule ( lo)» on trouvera 


lîît „«o /^"îî /»«0 


/ ((Pr,Qr)rcipdr— -^ / f(K/' cos^;, /O/c?/?^//-, 

les valeurs de P, Q, ^ et K étant déterminées par les formules (G), { n ), 
(8), (3o)et(38). 

Si Ton remplace, dans le premier membre de Téquation ( "io)» '' P^ï* 
l^> on en tirera 


iî1C /^«e / r* \ .. J.^ _F-. /»2W /«oD 


puis, en posant, pour abréger, 

(42) r"f(Kr,/)/-rf/- = /(K), 

on trouvera 

^^^^ .0(q)$ = i ("/(Kcos/,)^/>. 

On arriverait encore «lu même résultat en prenant 

(44) f(Ç,p)=:--C-P/(^i 
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ou bien • 

(45) f(S,p) = e-PV0). 

etc. Ainsi, par exemple, en adoptant la valeur de f($, p) donnée par la 
formule (4i)» on réduirait Téquation (4i) à 


.îlt ^m /rh\ _f^ »„ ^*« 


X r '«-'^(o) TF = àx x"^'-'/""»"'>**- 


puis, en divisant les deux membres par la quantité 




on retrouverait Téquation (43). 

Si, dans l'équation (43), on remet au lieu de P, Q, û, K leurs va- 
leurs respectives, on obtiendra la formule 

; /^^^ f[ gçQspH- bsinp 1 dp 

\Jo La cosV ^ B sinV + 2Csini.cos/>)« J ^cosV 4- BsinV -h 2Csin/,cos/> 

(^^)| ,.. r il 

_ 1 /' ( Aa'^B^'— 2Ca6)» co sp K 

(AR-C*)Vo L (AB — OV J ' 

de laquelle on peut en déduire plusieurs autres par des différentiations 
relatives aux constantes a, A, A, B, C, D. Si, dans la même formule, 
on pose 

(47) ^ = 0, C=:o, 

si de plus on divise chacun de ses membres par 2, on trouvera 

(48) T/f — ^.^ — ii Acosvtiisiov ^T-^ rf("-^yp; 


ol l'on en conclura, en prenant cosp —x, 


,f. r f{ fl£ j I dx _ I r f ax\ dx 
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Enfin, si, dans l'équation (4^), on pose 

(5o) B = C = i, 

elle donnera simplement 

f /{acosp -h b s\np)dp= 1 /[{a^-\- b^ y cos p] dp. 

Les équations (46), (48), (49)»(5i)paraissentdignes de remarque, 
et fournissent les moyens de transformer les unes dans les autres un 
grand nombre d'intégrales définies. 

/*** /** /** 

§ II. — Sur la transformation de l'intégrale 1 1 1 ^(]ijp)dx dy dzy 

dans laquelle $, p* désignent deux fonctions entières et homogènes de .r, y, 
5, du premier et du second degré. 

Désignons par a, 6, c, A, B, G, D, E, F des constantes réelles dont 
les six dernières soient tellement choisies que le polynôme 

(i) A a?« -h B/* -h C s' -h 2Dyz -+■ aEsor -h 2¥j['Y 

reste positif pour toutes les valeurs réelles possibles des variables a% 
y^ z; et considérons l'intégrale triple 

(2) S=/ j J f(lp)dxdydz, 

Ç, p* étant deux fonctions déterminées par les formules 

(3) l=zax -h by-^cs^ 

(4) p = (Aar*-+-Bj«4-C3«H-2D75-h2E5a7 4-2Fjrj)*. 

On pourra regarder les variables a?, y, z comme propres à représenter 
des coordonnées rectangulaires, et leur substituer des coordonnées 
polaires/?, q, r, qui soient liées avec elles par les équations 

(5) a: = rcos/?, /=rsinpcoS7, zz= rsinpsinq. 
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Cela posé, si Ton fait, pour abréger, 

(6) w :=: cos/>, i> =iS\npcosq, w^zsinpsxnq^ 

(7) P = aw H- fti' 4-Cir, 

(8) Q^(Aw*-hBw*H-Civ«-h2Di'w-h3Ewa-h2Fia>)», 
on trouvera 

(9) ?:=Pr, p = Qr. 

De plus, en vertu des règles connues, on devra, dans Tinlégrale (2), 
remplacer le produit dxdydz par r^ 9\np dp dq dr^ et cette intégrale 
deviendra 

/ / f{P Ty Q r) r^ s\np dp dqdr. 

En comparant la formule (2) à la formule (10), on en conclura 

(II) / / / ^{h9)dxdydz=i / / f(Pr, Q/)/»sin/?dr/?e/^rfr. 
Si l'on suppose en particulier 

(12) a=:I, 6=iC=:0 

et 

(13) A:r^Bi-C = I, I)=::E = F = 0, 

on aura 


1 


(i5) P = cos/?, Q = i, 

et la formule (i i) donnera 


/ 1 fLx, (j?-4- v*-i--3*)Mc?*^rf;'^2 = 2 7: / / Ç{fcosp,r)r^s\npdpdr 

Supposons maintenant que, les conditions (l'i) étant remplies, on 
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attribue aux quantités a, 6, c des valeurs a, p, y qui vérifient la for- 
mule 

(17) a=-hP»-hy»:=i. 

On pourra concevoir qu'aux coordonnées rectangulaires x, y, z on sub- 
stitue trois autres coordonnées rectangulaires ç,y;,C dont la première? 
soit déterminée par l'équation 

(18) l — (xx-\-^y^yz, 

et considérer a, p, y comme représentant les cosinus des angles formés 
par le demi-axe des ? positives avec les demi-axes des^, r, z positives. 
Alors on aura nécessairement 

(19) a;'4-7'-h5«=:^«-h•/î»-f-Ç^ 

Par suite, la seconde des formules (i4) donnera 

(î»o) p = (5^ + r)«4-Ç^)S 

et Ton tirera de l'équation (2) : 1° 
1^ en ayant égard à la formule (16), 


(21) Sz=2t: j I f{rcosp,r)r-s\npdpdr. 

On aura donc, en admettant que la condition (17) soit remplie. 


fit j%m 
I î{rcospy r)r^s\npdpdr. 


*^o 


On trouvera de même, en désignant par k une nouvelle constante, et 
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remplaçant f($, p) par f(A$, p). 

= 21:1 f f{krcosp,r)f^s\npdpdr. 


•'O 


D'ailleurs, pour faire coïncider le premier membre de Téquation (23) 
avec rintégrale 

III fla^'^^y'^cz^{x^'i-y^-^z^y\dxdydz, 

il suflira de choisir a, p, y. A de manière à vérifier les formules 
et alors Téquation (17) donnera 


(a;>) j^^ =1. 

On satisfait à Téquation (25) en prenant 
Si, pour fixer les idées, on suppose 

(26) A- = (a«H-6'H-c»)S 

on tirera des formules (28) et (24) 

III Aa^'^by'^cZy{x^-\-y''{'Z^y\dxdYdz 
= 27: / / fL(«*-+-^*-l-c*)*rcos/>,rJr*sinpe//?é/r. 


^0 


(^ette dernière équation subsiste, quelles que soient les valeurs réelles 
attribuées aux constantes a, 6, c. 

Concevons à présent que les coefficients A, B, C, D, E, F cessent de 
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vérifier les conditions (i3). On aura évidemment 

Aj:'*-i-Bj*-i-Cs*h- aDj^-h 2Ezx -h i¥xy 

~k( .^^ r^^^X^ (AB-F').y«-h2(AD-EF)j^+(AC-E«)^» 

et 

(AB ~ F*)7»H- 2(AD - Y.¥)yz -+- (AC - E*)2» 

AD-EF \* A(ABC--AD»-BE«-CF»H-2DEF)5« 


= (AB~F»)( 


•^"^ AB-F«^y "^ AB-F' 


Par suite, l'équation qui détermine la valeur de p^, savoir 
(28) p'= Aj7*-+- B/*-f-C-s*-i- 2Dj5 -\-2Ezx -\- 2¥xy, 

pourra être présentée sous la forme 


(29) 


, ^ / F E \« „/ AD-EF V I î 


les valeurs de G, H, I étant 

,«,,., „ AB-F* - ABC-AD^-BE*~CF--hDEF 
(3o) G = A. H= — , 1= ÂB^Tp 

D'autre part, le polynôme (i), qui est précisément égal à p^ devant 
rester positif pour toutes les valeurs réelles de a?, j, 5, on aura néces- 
sairement 

(3i) C>o, H>o, I>o, 

ou, ce qui revient au même, 

(32) A>o, AB — F*>o, ABC — AD»-BE'— CF*4-2DEF>o. 

Cela posé, si Ton prend 

(33) x=.G'(:r4-|j^-|.), y^H^(j4-^^.), Z ^ P., 

les nouvelles variables x, y, z seront réelles en même temps que x, 

CRuurca de C. — S. H, t. IX. ^9 
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y, 5, et la valeur positive de p, déduite de la formule (29). sera 

(34) p = (x«4-y*4-z*)«. 

Alors aussi, en remplaçant, dans l'intégrale (2), x par x, y par y, 
5 par z, on trouvera 

(35) s=— ^ r r rf{^,p)dxdydz, 

(GHI)^*^--*^---*^-- 

attendu que les formules (33) donneront 

, d\ M dy , dz 

djc=z -jy dy^z-^^', d5 = -j • 

G» \V V 

Donc, en faisant, pour abréger, û = (GHI)^, ou, ce qui revient au 
même, 

(36) û = (ABC - AD*~ BE»~ CF*-h aDEF)i 

on aura encore 

(3-) Srziy*y*y"f($,p)c/xrfyrfz. 

De plus, on tirera des formules (33) 

t^os _ 2 _ y AD-EF z _ X F y . FD ~ BE z 

j, j£i -^'^ 1* G* H^ — P 

et par suite 

(39) 5 = aj7 4- 6j ^- C5 = ax 4- by -h cz, 

les valeurs de a, b, c étant 

//No ' K ' /i *' \ >/ AD~EF, FD-BE \ 

I 

puis on en conclura 

(40 (a*H-b« -h €*)** = K, 
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la valeur de K étant 

*^^ L ABC~AD«-DE»~CF»-h9.DEF J 

Enfin on tirera de la formule (37). jointe aux équations (Sg), (34) 
et (27), 

S=i r C Ç f[ax-hby-hcz,(ît'H-y'-+-z')»]t/xûfyc/z 
ou, ce qui revient au même. 


1C x»« 


(43) S=^ f Ç î{Krcœp,r)r^sinpdpdr 


*^o 


Or, en comparant cette dernière équation à la formule (10), on trou- 
vera 


(44) 


/ / î{Pr^Qr)r^s\iïpdpdgdr 
= -^ / / f{Krcospfr)r*s\npdpdry 


r 


les valeurs deP, Q, û et K étant déterminées par les formules (6), (7), 
(8), (36) et (42). 

Si l'on remplace, dans le premier membre de l'équation (44)» 

r par ^> on en tirera 


(45) 


27: r^ /*• 
= -Q I I ((Krcosp^r)r^s\npdpdr; 


puis, en posant, pour abréger, 


(46) 


rf(Kr,r)r^dr -r/(K), 

•^0 
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on trouvera 


•1C y^X% 


(47) 


XX/Q^^^^^ï/a""-^)»-*- 


On arriverait encore au même résultat en prenant 

(48) f(5,p)=z^~P/0) 
ou bien 

(49) m.P)=e-'9^f(^y 

etc. 

Ainsi, par exemple, en adoptant la valeur de f($, p) donnée par la 
formule (49). on réduirait l'équation (/p) à 

XÏ^'^-Kq)-""-^- 

271 r"^ r* 

~ "ÏT / / ^*^"''''/(^cos/?)sinpe//?rfr; 
puis, en divisant les deux membres par la quantité 

on retrouverait l'équation (47). 

Si, dans les formules (8), (36) et (4^), on suppose 

(5o) A3izB=:Crzil, D=rE = F=rO, 

on trouvera • 

et l'on tirera de l'équation (47)» jointe à l'équation (7), 


(5i) 


1 / 1 /(neos/? 4- ^sin/?cos7 -+-csin/?sinr/)^/?t/^ 
I =27:/ /[(a*4- 6*-f-c')*cos/?J sin/?cif/>. 
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Cette dernière formule a été donnée pour la première fois par M. Poisson 
dans un Mémoire lu à TAcadémie le 19 juillet 1819. 

Si, dans les formules (7), (8), (36) et (42)f on suppose 

(52) b — c — o, B==C, Di=C, D = Er=F=io, 

on trouvera 

1 
1? — aco^p^ Q — (Acos*/? + Bsin*/>)S 

I 


Î2 = A*B, 


K = (-.^) 


et, par suite, Téquation (47) donnera 


\J, L(AcosV + BsinV)M 


smpdp 


(Acos*p-*- Bsin-p) 
(53) '^'' ^' ■ ' ' ^ ^ ^ 

cosp\ . , 






puis on en conclura, en posant cosp = x, 

f-/\ r\{ aœ ) dx I f\(ax 

y_, ([(A-B)j;'+B]M[(A-B)x»+.B]' A'By_, VA» 


dx^ 


Nous reviendrons dans un autre article sur le parti qu'on peut tirer de 
ces diverses équations pour transformer les intégrales définies, et en 
particulier celles que l'on désigne sous le nom A^ fonctions elliptiques. 


APPLICATION DES FORMULES 

QUI REPRÉSENTENT 

LE MOUVEMENT d'uN SYSTÈME DE MOLÉCULES SOLLICITÉES PAR DES FORCES 

d'attraction ou de Répulsion mutuelle 

A LA THÉORIE DE LA LUMIÈRE. 


Considérations générales. 

J'ai donné le premier, dans le III* et le IV* Volume des Exercices ( * ), 
les équations générales d'équilibre et de mouyement d'un système de 
molécules sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mu- 
tuelle, en admettant que ces forces fussent représentées par des fonc- 
tions des distances entre les molécules; et j'ai prouvé que ces équa- 
tions, qui renferment un grand nombre de coefficients dépendants de 
la nature du système, se réduisaient, dans le cas où l'élasticité rede- 
venait la même en tous sens, à d'autres formules qui ne renferment 
qu'un seul coefficient, et qui avaient été primitivement obtenues par 
M. Navier. Si l'on désigne par m la molécule qui coïncide, au bout 
d'un temps quelconque t, avec le point (a?, j, s); par Ç, yj, X, les dépla- 
cements de cette molécule mesurés parallèlement aux axes des a?, j, 5, 
que nous supposons rectangulaires ; et si l'on fait abstraction des coef- 
ficients qui s'évanouissent, lorsque les masses /n, m\ m\ ... des 
diverses molécules sont deux à deux égales entre elles, et distribuées 
symétriquement de part et d'autre d'un point (^, j, z) sur des droites 
menées parce point; les équations du mouvement du système seront 

(») Œuvres de Cauchy, S. U, T. Vlll et IX. 
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celles qui se trouvent inscrites, sous le n® 11, à la page i66. Nous 
montrerons, dans un autre article, comment on peut trouver les inté- 
grales générales des équations dont il s'agit, et en déduire les lois de 
la propagation du son dans les corps solides. Mais, pour établir la 
théorie de la lumière, nous n'aurons pas besoin de recourir aux inté- 
grales générales, et il suffira de considérer, parmi les mouvements 
que peut prendre le système, ceux dans lesquels les déplacements 
restent les mêmes pour toutes les molécules situées dans un plan 
parallèle à un plan donné. Or, dans la recherche des phénomènes que 
doivent présenter les mouvements de cette espèce, on peut substituer 
aux équations ci-dessus mentionnées d'autres équations différentielles . 
beaucoup plus simples. La formation de ces dernières sera l'objet du 
paragraphe suivant. 

§ I. — Equations différentielles du mouvement d'un système dans lequel 
les molécules situées à la même distance d'un plan donné éprouvent les 
mêmes déplacements. 

Concevons que, par l'origine 0, on mène un plan 00' 0" perpendi- 
culaire au demi-axe OD qui forme avec les demi-axes des x^ y et z 
positives les angles X, [x et v. L'équation de ce plan sera 

(l) XCOSX^-y COSfX -+-5C0SV=ro. 

De plus, si l'on considère un point {x^y^ z) situé, non plus dans le 
plan OO'O", mais en dehors, et si l'on nomme t la distance du 
point {x^y.z) au plan OO'O", cette distance étant prise avec le 
signe -h ou avec le signe —, suivant qu'elle se mesure à partir du 
plan dans le même sens que le demi -axe OD ou en sens inverse, 
on aura 

< 2 ) t =z a? COSX -h y COSfA -h z COS V. 

Si l'on pose, pour abréger, 

(3) airrCOSX, 6 = C0S|Jl, c = cosv. 
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or>aura simplement 

(4) %.=: ax -+- by -^ cz. 

Cela posé, soient» au bout du temps /, m la niolécule qui coïncide avec 
le point (x,y,z) et Ç, rj, ^ ses déplacements mesurés parallèlement 
aux axes coordonnés. Si ces déplacements restent les mêmes pour 
toutes les molécules situées dans un plan parallèle à celui que repré- 
sente Téquation (i), Ç pourra être regardé comme fonction des seules 
variables t, /; et, comme on tirera de l'équation (2) 

on trouvera 


dx, 
dx 

a. 

dt 

ày' 

^b. 

dx 

dt 

dt 
dx 

di. 


• • • . 


On aura donc 


ax dt oy e/t oz ôv 

à^_.àn ^-,,.^5 ^--M^ 

(5) / Ox^ ~~ âv*' dy^ ~ dx}' dz^ ^ dv^' 

-^^-bc^y -^~-ca^ -^^-ab^ 

dydz~ dt^ dzdx^" dt-* dx dy ~ dt* 


Les mêmes équations subsisteraient encore si Ton y remplaçais ^ par y] 
ou par ^. Donc, si, dans les formules (11) de la page i6G, on suppose 
les coefficients 3, u, (C, B, €, £, L, R,. . . . constants, et les forces accé- 
lératrices X, Y, Z réduites à zéro, on tirera 


(6) 


1 <?'? 

l dt' 

-^^dt'-^-'^-d.^-^^dJ' 

)d^-n 
dn 

dv^ dx} dx^ 

1 dt" 

^</t* eit* dx^ 


(7) 
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les valeurs ^ atL, X, % ^, a étant 

-f-La* -I-R6* -+-Qc* -i-2U6c -i-2Vca -i-aWaô, 

3ÎL=3a* -+-i66' H-«c* -halïftc -f-a(Cca -h2£ab 
4-Ra*-+-M6* H-Pc* -haU'^^c -h aV'ca +2W'a6, 

01; =3la* +]66* +€c* 4-2lD^c H-2€ca -\-i£ab 
4-Qa«-i-P^>* -+-Nc* -h2U'6c +2V''ca -f-aWaft; 

« — Ua^ + U'^'-hU^c' + aPôc 4- 2W'ca + 2V'a6, 

(8) {^ =Va*-f- V'^>* 4-^0*4- 2 W'^c-f-2Qca -f-2Ua6, 
a =Wa*-hW'^*4-WV4-2V'6c 4-2Uca +2Ra6. 

Soient maintenant OA une nouvelle droite menée par l'origine, x, 
ilb, G les cosinus des angles que forme cette droite, prolongée dans un 
certain sens OA, avec les demi-axes des coordonnées positives; et pre- 
nons 

(9) « = XÇH-i»i)rï-heÇ. 

On aura 

(10) 

De plus, le rapport 


^« H- l)î,« -4. s» 

I 

=il>5-f-iflin + 

eç 

V^£'-hï)' + 

Ç* 


représentera évidemment le cosinus de Tangle formé par la nouvelle 
droite avec la direction suivant laquelle se mesure le déplacement 
absolu de la molécule m. Par conséquent, la valeur de.», déterminée 
par la formule (9), représentera le dépilacement de cette molécule 
mesuré parallèlement a la droite OA, et sera positive si ce déplace- 
ment se compte dans le même sens que la direction OA, mais néga- 
tive dans le cas contraire. D'ailleurs, si l'on combine par voie d'addi- 
tion les formules (6), après avoir multiplié les deux membres de la 
première par x^ de la seconde par ifc, de la troisième par e, et si l'on 

(ouvres de C. — S. U, t. IX. 5o . 
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choisit J*, \ft), G ou plutôt les rapports -f ? ^ de manière que les trois 
fractions 

^"^ X ' 5b ' ë 

deviennent égales entre elles, on trouvera, en désignant par s^ la valeur 
commune de ces trois rapports, 

Or il existe trois valeurs de s^ propres à vérifier la formule 

('^> ^^ X ^ = 5b ^'^ â =''^ 

et, par conséquent, les équations 

/ (^— 5»)JU H- a\lb H- ^3 zno, 
(l.i) I ^<Jl.-i-(OîL — 5«)llb4-$a=:0, 

desquelles on tire 

De plus, à ces trois valeurs de s^ correspondent trois systèmes de 

valeurs pour les rapports -^> -t-> et, par conséquent, trois droites OA', 

OA", OA" avec lesquelles on peut faire coïncider successivement la 
droite OA. Enfin, il résulte de la forme des équations (i3) et (i4) que 
ces trois droites se confondent avec les trois axes de la surface du 
second degré représentée par l'équation 

( 1 6) <.x»-i- OTL y* -h X z* 4- 2 Çyz 4- a ^zx 4- a ^xy = i ; 

et Ton peut ajouter que, dans le cas où cette surface est un ellipsoïde, 
les trois valeurs de -^ sont précisément les trois demi-axes. Donc, à 
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l'aide de la formule (12), on pourra déterminer, au bout du temps /. 
les trois déplacements de la molécule m mesurés parallèlement aux 
trois axes de l'ellipsoïde, et, par suite, à trois droites perpendiculaires 
entre elles. Si l'on désigne ces trois déplacements par 

(17) »', «\ 8^ 

et les valeurs correspondantes de s, x, ^b, e par 

(18) s\ eC, \ft/, 3'; s", X\ ift,', C; 5^, X", ilî,*', 8'", 

on pourra supposer que les quantités s\ 5", 5" restent positives; et le 
déplacement «', déterminé en fonction de t et / par la formule 

se mesurera dans une direction parallèle à celle de la droile OA', repré- 
sentée par Téquation 

De même, le déplacement a", déterminé par la formule 

(21) -— -=r*-r— -> 

se mesurera dans une direction parallèle à celle de la droite OA", repré- 
sentée par l'équation 


(22) 


x" Db" e' ' 


et le déplacement «**, déterminé par la formule 


(23) ^=s^' 




se mesurera dans une direction parallèle k celle de la droite OA", repré 
sentée par l'équation 
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Lorsque, à l'aide des formules (19), (21), (23), on aura calculé les 
valeurs de «', W\ y*", on en déduira facilement celles de Ç, y], ^; et, 
pour y parvenir, il suffira de recourir aux équations 

(25) I «" = e«o' Ç -+- llb'' Y} 4- G'' C, 

desquelles on tirera 

Ç ZI=G'8'4-G'8''^-G»8^ 

on ayant égard aux conditions 

X'« 4-lft>'*4-G'«=i, 
X"» + ife'* + G''* = I , 

X*'«-+-lft>^«-4-G*'«zzrl, 

(27) 

X" X^4- Ub^ ill)^+ G^ G' = o, 

Jl^^JU' 4- 111,'' Tll' 4- G'' G' z= o, 

JU' eH.' 4- UV ift>' -h G' G" = o, 

que vérifient nécessairement les cosinus x\ ift,', G'; JU% ift»'', G"; xT^ 

ift,'", G'" des angles formés avec les demi-axes des coordonnées positives 

par trois autres axes OA', OA*', GA** qui se coupent à angles droits. 

Observons encore que, si, au bout du temps /, l'on nomn^e co la 

vitesse absolue de la molécule m qui coïncide avec le point (ic,y, 2), 

les projections algébriques de cette vitesse sur les axes coordonnés 

seront, en vertu de ce qui a été dit dans le 111* Volume (p. 166) (*), 

respectivement égales à 

di &n â^ 
de* dt' dt 

en sorte qu'on aura 


(28) -7T> —1 -TT> 


{*) Œuvres de Cauchy, S. U, t. VUl, p. 202, ao3. 
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Si, au lieu de projeter la vitesse (o sur les axes des x^ j, 5, on la pro- 
jette sur les droites OA', OA", OA'*', on trouvera pour projections 
algébriques, non plus les quantités (28), mais les suivantes 

,, , da' d^" d^ 

(^^> W Tt' lu' 

et, par conséquent, on aura encore 

. /d»'\« /â^'Y /dH'Y 

Il suit de ce qui a été dit dans le III" Volume (p. 2i3 et suiv.) (*) 
que, en divisant les coefficients 

(32) a, -r, «; -r, u, «; €, «, c 

par la densité naturelle du système de molécules que l'on considère, 
on obtient pour quotient les projections algébriques des pressions ou 
tensions supportées dans l'état naturel, et du côté des coordonnées 
positives, par trois plans perpendiculaires aux axes des x, y, s. Si ces 
pressions ou tensions s'évanouissent, on pourra en dire autant des 
coefficients (32), et les formules (7) se réduiront à 

14^ =La* + R6*-i-Qc«4-aU6c -i-aVca -i-aWa^, 
aTL = Ra»H-M6«H-Pc«-t-2U'6cH-2V'ca -h^Wab, 
X = Qa«H- P6* + Ne» + 2V' bc -h 2 Vca + 2 W'a6, 

les valeurs de *, ^, ^ étant toujours 

Ç=Da« -+-D'6« +D'c» 4-2P6C H-2W''ca4-2V'a6, 

(8) { ^=Va«-f-V'6« -hV'c«-i-2W'6c-+-2Qca H-2Ua6, 

a = Wa* + W'6« -+- W*c« -t- 2 V 6c H-2Uca -+-2Ra6. 

Dans le cas où le système des molécules proposé offre trois axes 
d'élasticité rectangulaires entre eux et respectivement parallèles aux 

« 

(t) Œuvres de Cauchy, S. Il, T. VIU, p. a53 et suiv. 
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axes des x, v, z, les coefficients 

(34) U, «, ^; U, V, W; D', V, W, U\ V^ W^ 

s'évanouissent; et, en écrivant G, H, I au lieu de ^, B, €, on réduit les 
formules (ii) de la page i6G aux formules (68) de la page 208 du 
III* Volume (*). Alors aussi les équations (7) et (8) donnent simple- 
ment 

/^ -(L -hr,)a*4-(R -hH)^«4-(Q4-I)c«, 

(35) < OrL = (R-f-G)fl'4-(M-+-H)^=-f-(P -+-l)c», 

( 3((, =:(QH-r,)a»-+-(P +H)6«+(N >+-I)cS 

(36) (e=2P6c, ^z=2Qca, .i{ = 2]\ab. 

Si, de plus, les pressions relatives à l'état naturel s'évanouissent, on 
aura 

(37) G^IIrrlzro, 

ot les valeurs de ^, OU, X se réduiront à 

(38) I mtz=:Ra«-hMA'4-PcS 

( X =Qa«-f-P6*H-Nc», 

Lorsque le système proposé offre la même élasticité en tous sens 
autour d'un axe quelconque parallèle à l'axe des z, les coefficients G, 
H, P, Q, R, L, M vérifient les conditions (107) de la page 367, savoir 

(39) G=ill, P = Q, L=r=M = 3R, 
et les formules (35)» (36) deviennent 

(^ :z=(3RH-n)a»-h(R4-H)^'-h(QH-I)cS 

(40) .m=(RH-H)r2«-t.(3R-hH)6*H-(QH-I)c«, 

( X =(Q4-II)(a«4-Z^*)H-(N-t-I)c», 

(40 ^S! = 2Qbc, ^ = 2Qca, Az=z2l{ab. 

(») OEiuTcs fie Cauchx, S. II, T. VHl, p. 247. 


A LA THÉORIE DE LA LUMIÈRE. 399 

Si, de plus, on suppose nulles les pressions relatives k Tétai naturel, 
les formules (4o) se réduiront à 

(43) I ^K = Ra«-+-3R^«H-Qc«, 

( X =Q(a«-h6») H-Nc». 

Enfin, si le système proposé offre la même élasticité en tous sens 
autour d'un point quelconque, on trouvera 

(43) G = H=rr, P = Qz=:R, L = M=:N=z3R, 

et, en ayant égard à l'équation 

(44) a'4-6*-f-C«=:l, 

on tirera des formules (35), (36) 

(45) 41=2Ra«H-R4-I, 0Tl = 2R6«-hR4-I, .>; = 2Rc«4- R -+- 1, 

(46) 9=2Rbc, '^ =2Rca, â{. = 2Rab; 

puis, en supposant les pressions nulles dans Tétat naturel, on réduira 
les équations (45) à 

(47) 4L=2Ra«-t-R, 0ÎLizi2R6«-+-R, 0r, = 2Rc«-hR. 

Lorsqu'on adopte les valeurs de ^, 01L, x, $, ^, ^ fournies par les 
équations (45), (46), la formule (i5) se réduit a 

(48) (R-t-I-*«)M3R-Hl~5») = o; 

et, par conséquent, des trois valeurs de s généralement représentées 
par s\ s'\ s'^, deux deviennent égales entre elles, en sorte qu'on peut 
prendre 

(49) y« = *'«=:R-f-l, s''«=3R^-l. 

Nous avons précédemment supposé, et nous supposerons générale- 
ment dans ce qui va suivre, que la surface représentée par l'équa- 
tion (i6) est un ellipsoïde. Or on peut s'assurer qu'il en sera effecti- 
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vement ainsi, toutes les fois que, les valeurs de ^, OTL, JG, Ç, ç^, a étant 
déterminées pour les formules (35), (36), les coefficients G, H, I 
seront positifs ou nuls, et les coefficients L, M, N, P, Q, R positifs. 
Alors, en effet, Téquation (i6) pouvant être présentée sous la forme 


(5o) 




le polynôme que renferme le premier membre restera évidemment po- 
sitif pour des valeurs quelconques de a?, j, z, et ne deviendra jamais 
nul, d'où il est aisé de conclure que la surface représentée par l'équa- 
tion (i6) n'offrira pas de rayon vecteur infini, et sera un ellipsoïde. Il 
y a plus; on peut, dans tous les cas, présenter sous une forme très 
simple les conditions qui doivent être remplies pour que la sur- 
face (i6) soit un ellipsoïde. En effet, si l'on nomme r le rayon vecteur 
mené, dans l'état naturel du corps, de la molécule m à une molécule 
voisine m^ ol, p, y les angles formés par ce rayon vecteur avec les demi- 
axes des coordonnées positives, et mmf(r) l'attraction ou la répulsion 
mutuelle des deux masses m et m, on tirera des formules (7) et (8), 
réunies aux équations (3), (4), (5), (6), (7) des pages iG3, i64. 


(5.) 


■s 


3ïi 


31, = 


=s 


mr 
2 

mr 
2 

mr 


et 


<S = 


(52) ^ 


^ = 


S[ 
S[ 


mr 


mr 


mr 
2 


acosa-h 6cos(3 4-ccosy)' [cos'a/(r) =t f(r)] |, 
acos« + 6 ces {3 -t-ccosy)'[cos'(3/(r) ± fC^")]}» 
acos«-h bcos^ -\- c cosyy[cos-y /{r) ±f(r)]| 


acosa 


acos« 


«cosa 


ftcosp -+-ccosy)*cosPcosy /(/•) j, 
6 ces (3 -♦-ccosy)'cosy cosa/(r) 1, 
6cos(3 4-ccosy)'cos«cosp/(r) 1, 


le signe x indiquant une somme de termes semblables, mais relatifs 
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aux diverses molécules m, m\ . . . , le double signe ifc devant être 
réduit au signe -+- ou au signe —, suivant que la masse m sera attirée 
ou repoussée par la molécule /w, et la fonction f{r) étant déterminée 
en fonction de rpar la formule 

(53) /(^)=±[/-r('-)-f('')]. 

Cela posé, l'équation (i6) deviendra 

( •*>4) ^ — (« cosa H- ^ cos (3 -h c cosy)' [(x cosa H- y cosp h- z cos /)'/('') ± (x«H-y--h z'*) f(/-)] = » • 

Si, maintenant, on nomme S étales angles que forme le rayon vecteur r: 
1° avec la perpendiculaire au plan représenté par l'équation (i) ; 2° avec 
le rayon vecteur v^x^ -h y^ -+- z- mené de l'origine au point (x, y, z), on 
trouvera 

(55) cos5 = acosa -h ^cos^ -hccosy, 


(56) C0ST=: 


xcosa-+-y cos(3 -hzcosy 


v/x^'-i-y--hz^ 


puis, en posant, pour abréger, 


(5;) r - v/x^-TyM-^, 

on tirera de la formule.(5G) 

(58) xcosa-t-y cosp H-zcosy =: r cosr. 

Par suite, la formule (i6) ou (54) donnera 

(59) r' S[ j — COs'â[cos'T/(r) ± |'(r)] I = i, 

ou, ce qui revient au même, 

(60) r*— 


|^^'cos«a[cos»T/(r)±f(/')] 


Or la surface représentée par la formule (i6) sera un ellipsoïde, si le 
rayon vecteur r mené de l'origine à un point quelconque (x, y, z) de 
cette même surface conserve constamment une valeur réelle et finie, 

OEuvres de C. — S. M, t. IX. 5 1 
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c'est-à-dire, en d'autres termes, si l'on a pour toutes les directions pos- 
sibles de ce rayon vecteur 

(6i) 1^ j^cos«(î[cos«T/(r) ± f(r)] j > o. 

Si l'on suppose que les pressions s'évanouissent dans l'état naturel, le 
polynôme 

(62) 3a*+lî6'-+-€c'+2lïl6c-+-2«ca-i-2^a6=:C ± — cos'5|'(r) 

s'évanouira en même temps que les coefficients 3, 9, C, JD, €, £, et par 
conséquent la condition (61) se trouvera réduite à 

(63) Qr^cos'(Jcos«T/(r)l>o. 


§ IL — Propagation des ondes planes dans un système de molécules sollicitées 
par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Sur/ace des ondes. 

Concevons que les valeurs initiales des déplacements et des vitesses 
de la molécule m mesurés parallèlement aux axes, c'est-à-dire les va- 
leurs initiales des quantités 

^' ^^ ^' Jt' di' ai' 

soient connues et représentées par certaines fonctions de t. On en dé- 
duira sans peine les valeurs initiales des quantités 

/ » /.r ^«' à^' àh' 
^' **'**' ^' d7' dt' 

et dès lors on pourra facilement déterminer les fonctions arbitraires 
introduites par l'intégration des équations aux différences partielles 
(19), (21), (23) du § I. Or ces trois équations sont toutes renfermées 
dans la formule (12), § I, de laquelle on les tire en attribuant succes- 
sivement à s les trois valeurs particulières s\ s'\ s"^. D'ailleurs, si l'on 

désigne par (^ (t), f, (t ) les valeurs initiales de « et de ^ j la valeur gé- 
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nérale de », donnée par la formule (12), § I, sera 

(,) ^ _ f.(t - si) ■+■ f.(t + 50 ^ r* c (t - St) + f, (t + St) ^^ 


Cela posé, concevons qu'au premier instant a et -j- n'aient de valeurs 

sensibles que dans le voisinage du plan représenté par l'équation (i) 
du § I, ou 

(2) 1=10, 

et que fo(^)» \\ (t) s'évanouissent, par exemple, pour toutes les valeurs 
de t situées hors des limites 

(3) tr=— «, t=zi, 

£ désignant une longueur très petite. Il est clair qu'au bout du temps / 
les fonctions 

(oi^ — st), \\{v-st) 

s'évanouiront pour toutes les valeurs de t situées hors des limites 

c'est-à-dire, pour tous les points situés hors de la couche très mince 
dont l'épaisseur 21 sera divisée en parties égales par le plan que repré- 
sentera l'équation 

(5) x, = st 

ou 

(6) ax -h by -h cz=^ si; 

et les fonctions 

foCt + ^O» fi(^ + ^0 

pour toutes les valeurs.de t situées hors des limites 

( 7 ) V = — st — I , t ^= — st -^ î^ 

c'est-à-dire, pour toutes les valeurs de t situées hors de la couche très 
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mince dont Tépaisseur ii sera divisée en deux parties égales par le 
plan que représentera l'équation 

(8) v=— 5^ 

OU 

(9) ax -\- by -^^ cz:=z — st. 

Donc le déplacement « et la vitesse ^-> mesurés parallèlement à la 

droite OA, s'évanouiront constamment hors des deux couches ci-dessus 
mentionnées; et, comme, au bout du temps /, il existera deux couches 
de cette espèce pour chacune des trois valeurs de a désignées par »', 
«", h'\ nous devons en conclure que le mouvement, qui n'était d'abord 
sensible que dans le voisinage du plan 00' 0", représenté par l'équa- 
tion (i), se propagera dans l'espace de manière à produire six ondes 
planes indéfinies qui offriront toutes la même épaisseur 21, et resteront 
comprises entre des plans parallèles à OO'O". Ces ondes, considérées 
deux à deux, auront des vitesses de propagation égales, mais dirigées 
en sens contraires, savoir, dans le sens des t positives et dans le sens 
des t négatives. De plus, ces vitesses, mesurées suivant une droite per- 
pendiculaire au plan 00' 0", pour trois ondes qui se mouvront dans un 
même sens, seront constantes en vertu de la formule (5) ou (8), et 
respectivement égales aux trois valeurs de s que détermine la for- 
mule (i j) du § I, c'est-à-dire, aux quantités 5', s'\ 5'". Les points situés 
hors des ondes planes dont il s'agit seront en repos, puisque les va- 
leurs de 

m <^'^' '^«' ^^«" 

«' «' " ' W Tt' -ôV 


correspondantes à ces mêmes points, s'évanouiront. Mais, pour les 
points renfermés dans l'épaisseur d'une onde plane, l'un des trois dé- 
placements «', «", «'" et l'une des trois vitesses "77» "77' 777 cesseront 

de s'évanouir. Ainsi, en particulier, dans l'onde plane qui se propage 
avec la vitesse s\ le déplacement «' mesuré parallèlement à la droite OA' 
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ch' 

acquerra une valeur différente de zéro, ainsi que la vitesse ^; et, 

comme les déplacements ou les vitesses mesurés parallèlement aux 
droites OA", OA"' continueront de s'évanouir, on peut affirmer que, 
dans l'intérieur de la même onde, le déplacement absolu et la vitesse 
absolue d'une molécule m seront dirigés suivant une droite parallèle à 
Taxe OA', et représentés par les valeurs numériques des quantités 

«', -j' Pareillement, dans l'onde plane qui se propage avec la vitesse 

s" ou 5*', le déplacement absolu et la vitesse absolue d'une molécule 
seront dirigés suivant une droite parallèle à l'axe OA" ou OA'", et repré- 
sentés par les valeurs numériques de «", -j- ou de «"", —t-- 

En résumant ce qui précède, on obtient la proposition suivante : 

Théorème I. — 5/, dans un corps homogène , les déplacements et les 
vitesses des molécules sont nuls au premier instant , pour tous les points 
situés hors d'une couche plane très mince dont i épaisseur 2/ est dii'isée en 
deux parties égales par un certain plan 000", et restent les mêmes pour 
tous les points de la couche qui se trompent situés à la même distance de ce 
plan, la propagation du mouvement, de chaque côté du plan OO'O", don- 
nera généralement naissance à trois ondes renfermées entre des plans pa- 
rallèles. Chacune de ces ondes offrira une épaisseur égale à 2 i. De plus, 
les vitesses de propagation des trois ondes, mesurées suivant une perpendi- 
culaire au plan OO'O", seront constantes et respectivement égales aua- 
quotients quon obtient en divisant V unité par les demi-axes de V ellipsoïde 
que représente la formule (iG) rfw § I. Enfin les déplacements absolus 
ainsi que les vitesses absolues des molécules dans les trois ondes se mesure- 
ront suivant trois directions respectivement parallèles aux trois axes de 
r ellipsoïde. 

Le théorème I suppose que la surface représentée par l'équation (iG) 
du § I est un ellipsoïde. Si la même équation devenait propre à repré- 
senter un système de deux hyperboloïdes conjugués, ou si elle ne pou- 
vait plus être vérifiée par des valeurs réelles de x^ y, 5, quelques-unes 
des trois vitesses de propagation s\ s'\ s'", ou même ces trois vitesses à 
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la fois deviendraient imaginaires; et, dans le dernier cas, la propaga- 
tion des ondes planes deviendrait impossible. 

Si deux ou trois axes de Teilipsoïde ci-dessus mentionné devenaient 
égaux, les ondes planes qui se propageraient dans le même sens, avec 
des vitesses réciproquement proportionnelles à ces axes, coïncide- 
raient, et la vitesse absolue de chaque molécule renfermée dans une 
onde plane serait, au bout d'un temps quelconque, parallèle aux 
droites suivant lesquelles les vitesses initiales se projetaient sur le plan 
mené par les deux axes égaux de l'ellipsoïde, ou même, si l'ellipsoïde 
se changeait en une sphère, aux directions de ces vitesses initiales. 

Concevons maintenant qu'au premier instant plusieurs ondes planes, 
peu inclinées les unes sur les autres, et sur un certain plan OO'O", se 
rencontrent et se superposent en un certain point 0. Le temps venant 
à croître, chacune de ces ondes se propagera dans l'espace, en donnant 
naissance, de chaque côté du plan qui divisait primitivement l'épais- 
seur de l'onde en parties égales, à trois ondes semblables renfermées 
entre des plans parallèles, mais douées de vitesses de propagation dif- 
férentes. Par conséquent, le système d'ondes planes que l'on considé- 
rait au premier instant se subdivisera en trois autres systèmes, et le 
point de rencontre des ondes qui feront partie d'un même système se 
déplacera suivant une certaine droite, avec une vitesse de propagation 
distincte de celle des ondes planes. Soient a?, j, z les coordonnées de 
ce point de rencontre, et faisons, pour abréger, 

{ F(a,6,c,5) = (4:-5«)(0n.~5«)(X~5«)-««(<^-5«) 

Pour calculer, au bout du temps t, les valeurs de x, y, js, on devra, 
dans l'équation (6) ou (9), considérer s comme une fonction de a, 6, 
c, déterminée par la formule (i5) du § I, ou, ce qui revient au même, 
par la suivante 

(II) F(a, 6,c,5) = o, 

et joindre a l'équation (6) ou (9) celles qu'on en déduit en attribuant 
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aux trois paramètres a, b, c, ou seulement à l'un d'entre eux, des 
accroissements infiniment petits (*)• Donc, les coordonnées a?, j, z 
du point de rencontre des ondes planes qui feront partie d'un même 
système seront déterminées par l'équation (6) jointe aux formules 

/ s .as ds ds 

^ ' da -^ db de 

OU par l'équation (9) jointe aux formules 

(,3) ^ = -'Ta' y=-'W '^-'Tc' 

suivant que les ondes dont il s'agit se propageront d'un côté ou d'un 
autre par rapport au plan OO'O". De plus, comme, au bout du temps t, 
les formules (12) ou (i3) suffiront pour fixer les valeurs de x,y, z, il 
est clair que ces formules devront entraîner l'équation (6) ou (9). Or 
c'est ce dont il est facile de s'assurer directement. En eff*et, si, dans la 
formule (10), on substitue les valeurs de ^, an, x, Ç, ^, ^ données 
par les équations (7), (8) du § I, on obtiendra pour F(a, 6, c, s) une 
fonction homogène de a, A, c, s. Donc la formule (11) donnera pour s 
une fonction homogène de a, b, c, du premier degré, en sorte qu'on 

(i) Dans les formules (ti) ou (9) et (11), les trois paramètres a, b, c, étant les cosinus 
des angles compris entre une certaine droite et les demi-axes des coordonnées positives, 
sont liés entre eux par Féquation 

Mais on doit observer que le plan représenté par Téquation (6) ou (9) ne se déplacera 
point si les valeurs a, b^ c, s varient dans un môme rapport, et qu'alors ces valeurs con- 
tinueront do satisfaire à la formule (11), en cessant do vérifier la condition 

a'-f- ^*-+- c* = I. 

lï en résulte qu'en prenant pour 5 une fonction de a, b, c déterminée par la formule (11) 
on peut, dans l'équation (6) ou (9), supposer les trois paramètres a, by c indépendants 
l'un de l'autre. Dans cette hypothèse on établit facilement les formules (12) ou (i3); et, 

comme -r-> -77» -f sont des fonctions homogènes de «, b, c d'un degré nul, il est clair 
da 00 oc 

X V z b p 

que ces formules déterminent les rapports 7 > 7 ' 7 ©n fonctions des rapports - > - » quelle 

que soit la valeur du trinôme a*-+- ^* -4- c', par conséquent dans le cas où ce trinôme même 
se réduit à l'unité. 
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aura identiquement 

, ,^ ds . ds as 

D'ailleurs, en ayant égard à l'équation (i4). et combinant entre elles, 
par voie d'addition, les formules (12) et (i3) respectivement multi- 
pliées par a, 6, c, on reproduit évidemment l'équation (6) ou (9). 
Il est important d'observer que, s étant une fonction homogène du 

premier degré en a, b, c, les dérivées ^> jrf y seront des fonctions 

homogènes d'un degré nul, ou, en d'autres termes, que ces dérivées 

b c 

dépendront uniquement des rapports -» -• Cela posé, concevons que, 

entre les formules (12) ou (i3), on élimine les rapports dont il s'agit. 
L'équation produite par cette élimination sera de la forme 

(.5) «(t'7'f) = °' 

et représentera une certaine surface courbe, qui sera touchée, au bout 
du temps /, par les plans tracés de manière à diviser en parties égales 
les épaisseurs très petites des ondes ci-dessus mentionnées. Cette sur- 
face courbe sera donc l'enveloppe de l'espace traversé par les plans 
dont il s'agit. Nous la nommerons, pour abréger, sur/ace des ondes. 

Si, au bout du temps /, l'on désigne par a\ //, & les cosinus des 
angles que forme le rayon vecteur mené de l'origine à la surface des 
ondes, avec les demi-axes des coordonnées positives, et par r' ce 
même rayon vecteur, les valeurs de ce, r, z correspondantes à l'extré- 
mité du rayon r' seront déterminées par les formules 

(16) x = a't\ y~b'x\ z = c'x'. 

Par suite, l'équation (ij) donnera 

(.7) n(a'-,L'-,c'-)=o; 

et Ton en déduira, pour r', une valeur générale de la forme 

(18) t'=ixn(a',b',c'). 
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Donc, le temps venant a croître, le rayon vecteur r' croîtra proportion- 
nellement au temps ou, en d'autres termes, la vitesse avec laquelle 
Fcxtrémité du rayon r' se déplacera dans l'espace sera une vitesse con- 
stante pour une direction donnée de ce rayon, et la surface des ondes 
acquerra des dimensions de plus en plus grandes, sans cesser d'être 
semblable à elle-même. 

Il existe des relations dignes de remarque entre la surface des ondes 
et celle dont les coordonnées x, y, z véritient l'équation 

(19) F(X,y,Z, /)rz:0. 

En effet, désignons par r le rayon vecteur mené de l'origine à cette 
dernière surface de manière à former, avec les demi-axes des coordon- 
nées positives, les angles X, (jl, v, dont les cosinus sont a, b, c. Les 
coordonnées x, v, z de l'extrémité du ravon r étant liées à ce ravon par 
les formules 

(ao) xzLJzav, y — 6r, z = cr, 

l'équation (19) donnera 

(21) ¥(aXf bXyCt, t)=iOj 

OU, ce qui revient au même, attendu que F(x, y, z, /) est une fonction 
homogène de x, y, z, /, 

(22) ¥(a,b,c,-\=o. 

Or, les diverses valeurs de -z déduites de l'équation (22) coïncideront 

évidemment avec les diverses valeurs de s déduites de la formule (ï i). 
D'autre part, si, dans l'équation (6) ou (9), qui représente le plan tan- 
gent à la surface des ondes, on pose 

(23) 5=-J, 

on trouvera 

(24) ax -^ by -\-cz7zz±: —• 
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Enfin, il est clair que la formule (22) représentera un plan mené per- 
pendiculairement au rayon vecteur r par un point situé sur ce rayon 

vecteur k la distance - de l'origine des coordonnées. On peut donc 

énoncer la proposition suivante : 

Théorème II. — Construisez la surface représentée par Inéquation {ic))^ 
et, après avoir mené de l'origine à cette surface un rayon vecteur r, portez 
sur ce rayon vecteur, à partir de l'origine, une longueur égale au rapport 
qui existe entre le carré du temps et ce même rayon. Menez enfin, par 
l'extrémité de cette longueur, un plan perpendiculaire à sa direction. Ce 
plan sera le plan tangent à la surface des ondes. Par conséquent, cette 
dernière surface sera l'enveloppe de l'espace que traverseront les divers 
plans qu'on peut construire en opérant comme on vient de le dire. 

Nous observerons encore que, en vertu des formules (i6) et (20), 
l'équation (24) peut être réduite à ' 

(20) tx'{aa'-^hh'-\-cc')—±.t^ 

OU bien à 

{26) j?x -h/y + CZ ~di ^*. 

D'ailleurs, si l'on nomme ^ l'angle compris entre les rayons vecteurs 
menés de l'origine à deux points correspondants (^, j, s), (x, y, z) des 
deux surfaces représentées par les équations (i5) et (19), on aura 

{27) cos'j z=zaa' -\- bb' -ir ce'. 

Donc, l'équation (2$) donnera 

(28) tt'cost — ib£'. 

Or il résulte évidemment de la formule (28) qu'en multipliant les 
rayons vecteurs r et r' par le cosinus de l'angle aigu compris entre eux, 
ou, ce qui revient au même, le premier de ces rayons vecteurs par la 
projection du second sur le premier, on obtiendra toujours un produit 
égal au carré du temps. 
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La fonction F(a, 6, c, s), déterminée par Téquation (lo), est du 
sixième degré par rapport à s^ et du troisième degré par rapport à s\ 
Donc, la formule (ii) fournira généralement trois valeurs de s^, aux- 
quelles répondront trois nappes différentes de la surface des ondes. 
Soit 

(29) s^:=i.i{a,b,c) 

Tune de ces valeurs. L'équation (19) donnera, pour /^ une valeur cor- 
respondante, savoir 

(30) /==-J(x,y,z), 

et '^(x, y, z) sera une fonction homogène du second degré. De plus, 
celle des trois nappes de la surface des ondes à laquelle se rapportera 
la valeur ^{a,b,c) de s^ sera l'enveloppe de l'espace que traverse le 
plan mobile dont les coordonnées x, r, z satisfont à l'équation (26) 
quand on considère x, y, z comme des paramètres variables assujettis 
à vérifier la condition (3o). Cela posé, faisons, pour abréger, 

\i / X » drf(x, y, z) 

(3.) )x(x,y,z) = i^i^iM^, 

Puisque, en différentiant, par rapport aux paramètres x, y, z, les for- 
mules (2G), (3o), on obtiendra les suivantes 

(3?.) xd\ -h Ydy-h zdz^=Of 

(33) *(x, y, z)d\ 4- \(x, y, z) rfy -h ^^(x, y, z) dzz=io, 

et que, en égalant à zéro, dans l'équation (33), les coefficients des dif- 
férentielles rfx, dy\ après avoir éliminé dz k l'aide de la formule (32), 
on trouvera 

<ï>(x,y,z)_ X(x,y,z)_y(x,y,z), 


(3^) 


^ y 
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il est clair que l'équation de la nappe ci-dessus mentionnée sera four- 
nie par l'élimination des paramètres x, y, z entre les formules (2G), 
(3o) et (34). Comme on aura d'ailleurs, en vertu du théorème des 
fonctions homogènes, 

(35 ) X <ï>(x, y, z) H- y X( X, y, z) H- z ^'(x, y, z) = J(x, y, z), 

on tirera de l'équation (34), jointe aux formules (26) et (3o), 

(3G) 5^0^y»_z) _ ^(\\yj_^) -_ ^'(x, y,z) _ :f{x,y,z) _^ ^ 
^ jc y ' z j'x-H-^y -+-5Z ~~ ' 

et, par conséquent, 

(87) 0(x,y,z)=i=x, \(x,y,z)=7, U^'(x,y, z) = ;;, 

ou 

(38) 0(x,y, z)= — JT, X(x,y, z):^— /, W(\,y,z) :^— z. 

Donc, pour obtenir l'équation de la nappe dont il s'agit, il suffira de 
substituer, dans la formule (3o), les valeurs de x, y, z exprimées en 
fonctions de x, y, 5, à l'aide des formules (37) ou (38). Observons, 
au reste, que les fonctions homogènes .f(x, y, z), ^(x, y, z, /) étant 
de degré pair, et les fonctions dérivées 2$(x, y, z), 2X(x, y, z), 
2^(x, y, z) de degré impair, les valeurs de x, y, z changeront de signe 
avec a-, V, :;, de sorte qu'on arrivera au même résultat en partant des 
équations (37) ou des équations (38), et qu'on pourra réduire la for- 
mule (36) à la suivante : 

(3q) ^( ^>y>z ) __ X(x,y ,z) __ y(x,y,z) __ ^ 

X y " z 

Pour montrer une application des principes que nous venons d'éta- 
blir, supposons que, en résolvant la formule (i i), on obtienne pour s^ 
une valeur de la forme 
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L'équation (3o) deviendra 

(40 /'= ûx'-l- by»4- fz'-h2byz ■+- 2fzx-+- 2fxy, 

et, par suite, les formules (37) donneront 

(42) ûx-h fy -H fz = j:, fx h- by-i-bz=y, f x H- by -h cz =1 5. 

Or, en substituant, dans Téquation (40« ^^ plutôt dans la suivante 

(43) /»=a7X4-7yH-5z, 

les valeurs de x, y, z tirées des formules (4^), savoir 

_ (bf — b*)3r -4- (ht—d) y -h (ft — bc)5 • 
abc — ûb' — bf * — ff* -h 2 bcf 

_ (bf — ff)a? -*- (fû — f*)/ -h (ff — ûh)z 
^ ~" ~ abf — ûb*— bf*— ff*H-2bff ' 

_ (fb — bf )a7 -h (ff — ûb) y -f- (ûb — (^)z 
ûbf — ûb*— bf*— ff*H- 2bff ' 

on trouvera 

, ^. (bf — b*)jF*H- (fû — f') v'h- (ûb — f*)2'-h 2(ff — ûb)j5 -+- 2(fb — bf)5a: H- 2(bf — t()xy __ ^ 
^~*- ' ûbf — ûb*— bf*— ff*+2bff ~^' 

Telle est l'équation qui représentera une nappe de la surface des ondes, 
si la valeur de 5^, correspondante à cette nappe, est donnée par la for- 
mule (4o). Si Téquation (41) appartient à un ellipsoïde, la nappe 
représentée par l'équation (4^) sera un second ellipsoïde, et les rayons 
vecteurs menés de l'origine à deux points correspondants de ces ellip- 
soïdes seront tellement liés entre eux que le produit de ces rayons vec- 
teurs par l'angle aigu qu'ils comprennent sera égal au carré du temps. 
Si, dans la formule (4^)» on substitue la valeur de s tirée de l'équa- 
tion (G) ou (9), on trouvera 

(45) (ûa*-h b6*-h fc*4- 2b6c-h 2fca -f- 2iab)t'— {ax -^ ^/ -H czy. 

Or, au lieu d'éliminer x, y, z entre les formules (4i)» (42), on pour- 
rait éliminer «, i, c entre l'équation (45) et ses dérivées prises succes- 
sivement par rapport à chacune des trois quantités a, 6, c. En opérant 
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ainsi, on obtiendrait l'équation 

,,,) -.(..„-)(._^)-._(._.j)(,..^f)-_(,._î;)(,_5r)- 

('-f)(-7)('-T0=- 


-h 2(b 


qui coïncide efTectivement avec la formule (44)- 

Si la valeur de s^, déterminée par la formule (^o), se réduisait à 

(47) * .ci— ûa«-i-b^«-i-fc?S 

l'équation (44)» qui représente, au bout du temps /, la surface de 
l'onde, deviendrait 

(18) ±. + Z^^Z^=tt, 

Ci c 

Supposons maintenant que ^(a^b^c) désigne seulement une valeur 
approchée de s^, et que Ton trouve, en poussant plus loin l'approxi- 
mation, ou même en ne négligeant rien, 

(49) 5* = .f (a, &, c) -h f(rt, b, c). 

Pour obtenir la nappe de la surface des ondes à laquelle correspondra 
la valeur précédente de ^', il faudra substituer, non plus dans la for- 
mule (3o), les valeurs de x, y, z fournies par les équations (i'j), mais 
dans la formule 

(50) i« = .'f(x',y',z')4-f(x',y',7/). 

les valeurs de x', y', z' fournies par les équations 

; 4^(x\/,z')-^9(x',y',z') ^a-, 
(5i) X(x',y',z')4-x(^'.y',z')-/, 
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en faisant, pour abréger, 

9{x,y,z) = - ^ , 

+(x,y.z) = i^^^^ 

Supposons maintenant que, les quantités f(x, y, z) et x'— x, y'— y, 
z'— z étant considérées comme infiniment petites du premier ordre, 
on néglige les infiniment petits du second ordre. En ayant égard au 
théorème des fonctions homogènes, on tirera des équations (5i), res- 
pectivement multipliées par x', y', z', 

(53) ^x'-H/y'4- zz'= J(x', y', z') + f(x', y^ z'), 
ou, à très peu près, 

(54) arx'4-7y'4-5z'zr:.f(x',y', z')-hf(x,y,z). 

Comme on aura d'ailleurs, en vertu des formules (35) et (37), 

(55) a:x4-/y-}-5Z = .#(x,y, z), 

on trouvera encore 

j:(x'— X) -^j^{y—y) + 5(z'— Z) 

rr: J(x', y', z') - cf(x, y, z) -h f(x, y, z) 

=:2[(x'-x)<l>(x,y,z)4-(y'-y)X(x,y,z)-+-(z'-z)W(x,y,z)]-+-f(x,y,z) 
= 2[a:(\'— X) -h y (y'- y) -f- 5(z'-- z)] -h f(x, y, z), 

ou, ce qui revient au même, 

(56) a:(x'- x) -+- j(y'- y) 4- «(z'- z) =: - f(x, y, z), 

et, par conséquent, 

(57) x\'-^yy'-hzz'= XX -tyy 4- ;;z — f(x, y, z ) — J^x, y, z) — f(x, y, z). 

Cela pose, les formules (5o) et (53) donneront 

(58) /•-=:^(x,y,z)-f(x,y,z). 
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Telle est Féquation qui représentera, «ans erreur sensible, une nappe 
de la surface des ondes, cette nappe étant relative à la valeur de s^ que 
détermine la formule (îo)- 

Au reste, les méthodes que nous venons d'indiquer comme propres 
à fournir les diverses nappes de la surface (i5) seraient évidemment 
applicables dans le cas même où l'on désignerait par ^(a, b, c,s), non 
plus une fonction homogène du sixième degré, déterminée par l'équa- 
tion (lo), mais une fonction homogène de degré quelconque. 

Revenons maintenant à la formule (lo). Cette formule se trouvera 
réduite à l'équation (48) du § I, si l'élasticité du système de molé- 
cules que Ton considère reste la même en tous sens autour d'un point 
quelconque. Par suite, les trois valeurs de s, représentées par s\ ï\ s'^, 
se réduiront à celles que déterminent les formules (49) du § I, savoir 

(59) s'^-s"*— R -H I=^(R4_I) (««-+. ^,i4-c«), 

(60) 5"^= 3R-hI"(3R-+-I)(a»-h£»'-hc*). 

Donc alors, quelle que soit la direction du plan OO'C'qui, au premier 
moment, divise en deux parties égales l'épaisseur d'une onde plane, 
la propagation du mouvement de chaque côté du plan OC'C donnera 
seulement naissance à deux ondes planes dont les vitesses de propaga- 
tion seront 

(61) (Rh-I)*', (3R4-I)', 

et la surface des ondes se réduira au système de deux surfaces sphé- 
riques qui seront, au bout du temps /, représentées par les équations 


/r X .r' -f- y» >4- s* - 

(63) K + i- =--''' 


Alors aussi les formules (i3), (45) et (46) du § I donneront 

(64) 
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D*ailleurs, si, dans la formule (64), on pose s^= R-h I, on en con- 
clura 

(a JU H- 6\>î> -h cB) — = {aX -h ^iJb 4- c8) -7- = {aX 4- 6ilb h- cG) ^t = o, 

et, par conséquent, 

(65) aJl»-h 6ilb -hcC =0, 

attendu que les quantités a, b, c, liées entre elles par la condition 

a' -f- A' -h c' = I , 

ne peuvent s'évanouir simultanément. Si l'on pose, au contraire, 
5*== 3 R-h I, on tirera de la formule (64) 


a 


X Ub G aJU -h ôDb -hc3 

et, par suite. 


,^^, X Ub G _^ \/X^ -h T)b» -h G« _^ 

abc ^a*^b*--hc^ 

De plus, comme deux racines égales de l'équation (11) correspondent 
a la première des ondes planes ci-dessus mentionnées, cette onde plane 
pourra être considérée comme produite par la superposition de deux 
autres ondes de même espèce. Cela posé, il résulte évidemment des 
formules (65), (66) que les déplacements et les vitesses absolues des 
molécules se mesureront, dans la première onde, suivant des droites 
parallèles au plan 00' O'', et dans la deuxième onde, suivant des droites 
perpendiculaires au même plan. 

Si la quantité I, c'est-à-dire la pression supportée par un plan quel- 
conque dans l'état naturel s'évanouissait, les vitesses de propagation 
de la première et de la deuxième onde deviendraient respectivement 

(67) v/K, \/3R, 

et la surface des ondes se réduirait au système des deux surfaces sphé- 
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riques représentées par les équations 

(68) 


(69) 


j:"-!- j» 

4- 

5« 

^t\ 

R 



œ^-^y^ 

-h 

5« 

— t\ 


3R 


En général, lorsque de la formule (10), combinée avec les for- 
mules (33) et (8) ou (38) et (36) du § I, on a déduit les trois valeurs 
de s^ relatives au cas où les coefficients 

(70) a, », C, «, «, £ ou G, H, I 

des formules (7) ou (35) (§ I) s'évanouissent, il suffit évidemment 
d'ajouter à ces valeurs le polynôme 

(71) 3a'H-66"-+-Cc*H- 2ll6c4- 2€ca 4- a^aA 

ou 

(72) Ga«H-H6»4-IcS 

pour trouver ce qu'elles deviennent dans le cas contraire. On sait d'ail- 
leurs que les coefficients (70) représentent les projections algébriques 
des pressions supportées dans l'état naturel par des plans perpendicu- 
laires aux axes coordonnés. 

Supposons maintenant que l'élasticité du système reste la même en 
tous sens autour d'un axe quelconque parallèle à l'axe des z. Alors, 
en admettant que les pressions s'évanouissent dans l'état naturel, on 
tirera de la formule (10), jointe aux équations (40' (4^) du § I, 

[F(a,6,c,5) = (3Ra«-hR6'-t-Qc«— 0(R«'-»-3R6«4-Qc«— 5«)(Qa«-i-Q6«H-Nc«— 5») 
(73) I - 4Q*^'c«(3Ra*H- R6»4- Qc'— 5«) - 4Q«c«a«(Ra«-h 3R6«4- Qc« — 5«) 

( - 4R'a«6'(Qa*4- Q6«4- Nc«- 5«) h- i6Q*Ra«6«c«. 

D'autre part, on aura identiquement 

(3Ra«-h R6«H- Qc«- 5») ( Ra«-h 3Ré^»4- Qc«- 5») - 4R«a«6« 
= ( Ra«-h R6«4- Qc«- 5«) (3Ra*4. 3R6«h- Qc«- *«), 
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et 

6«(3Ra«-h R6» 4- Qc« — 5«) -+- a«(Ra«H- 3R6«4- Qc«— 5») — 4R«'^* 
= (Ra«H-R6»H-Qc« — 5«)(a«-f-6«). 

Donc, la formule (73) pouvant être réduite à 
l'équation (i i) se décomposera en deux autres, savoir, 

(76) Ra«-f-R6*-hQc«— 5* = o 

et 

(76) (3Ra«-+-3R6«H-Qc«— 5«)(Qa«H-Q6*-hNc* — 5*) — 4Q'c*(a«H-6») = o. 

Ajoutons que Téquation (76), pouvant être présentée sous la forme 

( (Qa«H-Q6«-hQc» — *»)(3Ra«-+-3R^«4-Nc«--.^*) 
^^^^ ^ [(N-Q)(3R-Q)-4Q'Jc*(a*H-6«)=o, 


sera elle-même décomposable en deux autres, savoir, 

(78) Q(a«-h6*H-C«)-5«=:0 

et 

(79) 3R(a»4- 6«) -h Nc«— 5« = o, 

si les coefficients N, Q, R vérifient la condition 

(80) (N-Q)(3R-Q) = 4Q'. 

Alors on pourra prendre 

(81) 5'«= Q(a«-h6« H-c«) = Q, 

(82) 5**= R(a«4-é^*)-hQc?«, 

(83) ^*=3R(a«-f-6«)4-NcS 

et, par suite, les trois nappes de la surface des ondes se réduiront aux 
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surfaces de la sphère représentée par l'équation 

(84) ^^l±J^ = o, 

et dos deux ellipsoïdes représentés par les deux équations 

(85) _^ + _ = ,.. 

(86) -3Ï-' -^ 1S = '•• 

Alors aussi, en posant successivement s = s\ s = s", s = s", on tirera 
des formules (i4) du § I**" 

,o V "V aft,' 2 cQ' 

(07) 


a ~ b " 3R~Q a«4-6* 
( 88 ) a X'-h b 1)1)''=: o, e'= o, 

puis on conclura des équations (87), (88), (89), combinées avec les 
formules (20), (22), (24) du § I*% que, dans les trois ondes planes, 
parallèles à un même plan OO'O", et dont les vitesses de propagation 
seront 5', s'\ ^*', les déplacements absolus des molécules se mesureront 
parallèlement aux trois droites représentées par les formules 


(90) 


a" b " 3R — Q a*-hb^ "" âQ~ a«-h6« 


(9O ax -^ by=:o, z = o^ 


(92) 




Or il résulte des équations (91) que, dans les ondes planes dont 
la vitesse de propagation sera 5^, les droites suivant lesquelles se 
mesureront les déplacements des molécules resteront toujours paral- 
lèles au plan OO'O" et perpendiculaires à Taxe des z. Aii contraire, 
il suit des formules (90) et (92) que, dans les ondes planes dont les 
vitesses de propagation seront s" et s'", les droites suivant lesquelles 
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se mesureront les déplacements des molécules resteront toujours com- 
prises dans des plans parallèles à Taxe des :; et perpendiculaires au 
plan OO'O". 

Si, la condition (80) étant vérifiée, ainsi que les conditions (Sq) du 
§ I", on ne supposait pas les pressions nulles dans Tétat naturel, il 
faudrait aux formules (81), (82), (83) substituer les suivantes 

(98) s'^=z (R-+-H)(a«-h6«)-+-(QH-I)cS 

(94) 5^«= (R^H)(a«-^^«) + (Q-+-I)c«, 

(95) s^^= (3R -h H) (a'H- 6«) -+- (N -h I)c«; 

et par conséquent les trois nappes de la surface des ondes coïncide- 
raient avec les surfaces des trois ellipsoïdes représentés par les équa- 
tions 

(96) TT-TÏT + rm = ^'' 


(97) Û-TÎT + TTJ-, = '*. 


(98) ^Tr-r% + Nin = '•• 


.r* -h y' 

-+- 

z* 


Q-hH 

Q^- 

I 

.r* -H r* 

• 

4- 

s« 


R + H 

Q-+- 

I 


-h 

5« 

w 


Quant aux déplacements absolus des molécules dans les ondes planes 
dont les vitesses de propagation seraient 5', s'\ s'", ils se mesureraient 
toujours suivant des droites parallèles à celles que représentent les 
formules (90), (91), (92). 

Il est important d'observer que la condition (80) se trouve remplie, 
en même temps que les conditions (43) du § P*^, dans le cas où l'élas- 
ticité du système que l'on considère est la même en tous sens autour 
d'un point quelconque. Alors aussi on a 

(99) 3R-Q=:N-Q = 2Q, 

et la formule (92), réduite à 


(100) 


X y z 
a '" b ~ c^ 


montre que, dans la troisième onde, les déplacements absolus des mole- 


(loi) 
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cules se mesurent suivant des droites perpendiculaires au plan OO'O"- 
Ajoutons que» si la condition (99) n*est pas rigoureusement mais sen- 
siblement vérifiée, il en sera de même de la formule (100), et que par 
suite les déplacements absolus des molécules dans la troisième onde 
se mesureront suivant des droites sensiblement, mais non exactement 
perpendiculaires au plan OO'O". 

On pourrait demander si le cas où Ton suppose la condition (80) vé- 
rifiée est le seul dans lequel les deux valeurs de ^', fournies par Téqua- 
tion (7G), se réduisent à des fonctions rationnelles de a, 6, c. Pour 
répondre à cette question, il suffira d'observer qu'on tire générale- 
ment de l'équation (76) 

,_ (3R -h Q) (g«+ b^) 4- (N -h Q )c' 

2 

±iV^(3R-.Q)*(a«-h^«)«-h2L8Q«-(3R-Q)(N-Q)](a«4-6«)c«-4-(N-Q)«c*. 

Or la valeur précédente de s^ deviendra une fonction rationnelle de a, 
h, c, si la quantité comprise sous le radical est un carré parfait, ou, ce 
qui revient au même, si Ton a 

{102) 8Q«-(3R-Q)(N-Q)=±(3R-Q)(N-0); 

et suivant qu'on réduira le double signe ±: au signe -h ou au signe —, 
la formule (102) reproduira la condition (80) ou la suivante 

(io3) Q = o. 

Donc, si le coeiRcient Q n'est pas nul, l'équation (76) ne pourra 
fournir une valeur rationnelle de 5^, a moins que les trois quantités Q, 
R, N ne satisfassent a la condition (80). Remarquons d'ailleurs que, 
si, les pressions étant nulles dans l'état naturel du système que l'on 
considère, le coefficient Q s'évanouissait, les valeurs de 5* déterminées 
par les formules (75), (76) deviendraient 

(I04) 5»=: Ne», 

(io5) 5«— R(a*4-ft*), 

(106) 5'^3R(a«4-^«). 
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Alors aussi les trois nappes de la surface des ondes disparaîtraient 
et se trouveraient remplacées par des points et des cercles. En effet, 
on tirerait des formules (87) ou (38) et (3o) : i^ en supposant 
^(x, y, z) = NzS 


^1 


(107) x = o, y=^o, N=^'5 
2** en supposant #(x, y, z) = R(x^ -f- y*), 

^1 -4- V* 

(108) — ^=^', 5 = 0; 
3" en supposant ^(x, y, z) = 3R(x' + y'), 

(109) "~3R '^''' z^o. 

Donc, au bout du temps /, les ondes planes douées de la vitesse de 

i 
propagation ± N^c passeraient toutes par l'un des deux points situés 

sur l'axe des 5 à la distance N^/ de Torigine des coordonnées, tandis 

que les plans tracés de manière à diviser en parties égales les épais- 

i 4 

seurs des ondes douées de la vitesse de propagation R (a^4- b^^ ou 

4 4 4 

3^R^(a' H- b^y toucheraient les circonférences de cercles représentées 
par les équations (108) ou (109). Enfin l'on tirerait des formules (i4)» 
(40 et (42) du § I*'' : i** en supposant s^ = Ne*, 

(iio) / Xzzio, ift)=:o, Gz^zbi; 

2® en supposant 5'= R(a*-f- i*), 

(m) aeA»-h Aifbnzo, 9 = 0; 

3** en supposant 5* = 3R(a* -h b^), 

(lia) — = — , 8 = 0. 

^ ' ah 

Par suite, dans les ondes planes dont les vitesses de propagation 
seraient données par les formules (io4), (io5) et (106), les dépla- 
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céments absolus des molécules se mesureraient parallèlement aux 
droites représentées par les équations 

(ii3) a:=:o, y=^o, 

(ii4) ax -^ by =^Oy x;=:o, 

(ii5) - zn 4> 5 = 0. 

a 

Or ces trois droites se confondent, la première avec Taxe des 5, la se- 
conde avec la perpendiculaire menée à cet axe dans le plan 00' 0" que 
représente Téquation (2), et la troisième avec une perpendiculaire au 
plan des deux premières. 

Si, les pressions n'étant pas nulles dans l'état naturel, le coeflS- 
cient Q s'évanouissait, il faudrait aux formules (îo4), (io5), (106) sub- 
stituer les suivantes 

(1 16) 5«= H(a« -H h') -+- (N -+- I)c», 

{117) 5'=(R-i-H)(a'-+-6-)-hlcS 

(118) 5«-(3R4-H)(a«-+-6')-+-Ic«; 

et, par conséquent, les trois nappes de la surface des ondes coïncide- 
raient avec les surfaces des trois ellipsoïdes représentés par les équa- 
tions 

(.-9) -H^+NTÏ='' 

(-0) . ir-H-fl--^T=^'' 

i \ j:* -h v' s' ,, 

Quant aux déplacements absolus des molécules dans les ondes planes, 
ils se mesureraient toujours suivant des droites parallèles à celles que 
représentent les formules (r i3), (ii4) ^t (n5). 

Lorsque, l'élasticité du système restant la même en tous sens autour 
de l'axe des 5, les valeurs de s^ fournies par l'équation (70) sont des 
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fonctions irrationnelles de a, i, c, chacune de ces valeurs est de la 
forme 

(122) 5»=^[(a*-hA»)^,c]. 

Or, en substituant l'équation (122) avec la suivante 

(123) /»:=^[(x2 4-y«)«,z] 

aux formules (29), (3o), et posant d'ailleurs 

(.a4) *(x.z) = i^%^, v(x.z) = i^^;i^l 

on reconnaîtra sans peine que, pour obtenir, dans l'hypothèse admise, 
l'équation propre à représenter une nappe de la surface des ondes, il 
suffit d'éliminer x, y, z, non plus entre les formules (3o) et (37) ou 
(38), mais entre l'équation (i23) et les formules 

"" <ï»[(x' + y«)%z], 


(125) 


^=--=..^<ï>[(x«H-y* 

j=--^4^[(x«4-y*)%z] 

v/x* -f- y* 

5=^4(x«4-y')Sz], 


ou 


0? rzz — 


(126) 


j=- 


v/x 

X 

*-H.V' 

*[(x» 

-H y')', 

zj, 

V'x 

'4- y* 

*[(x' 

+ y* A 

zj» 


Z =:-^4(x'4-y*)Sz]. 


Or, dans cette élimination, on pourra évidemment aux équations (i 25) 
ou (126) substituer les formules 

(127) (^*-+-j')^==*[(x«-+-y«)«,z], 5 = ^[(x'4-y')',z], 
ou 

(128) (x'-Hr«)^ = -*[(x*-hy*)Sz], 5z=:_it-[(x2 + 3^»)%z]; 
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et, comme on tirera de ces dernières, combinées avec la formule (i 23"), 
une équation de la forme • 

„[L-J-r!ll,f] = , 

il est clair que, dans la surface des ondes, les deux nappes correspon- 
dantes aux valeurs de s^ déterminées par la formule (76) seront des 
surfaces de révolution autour de Taxe des z. Cette conclusion, qu'il 
était aisé de prévoir, s'étend au cas même où, les pressions n'étant pas 
nulles dans l'état naturel, on devrait modifier les deux valeurs de s- ci- 
dessus mentionnées, en ajoutant à chacune d'elles le trinôme 

(i3o) li(a-^b^)-hlc\ 

Quant a la troisième nappe de la surface des ondes, elle coïncidera 
toujours avec l'ellipsoïde (85) ou (97)» qui est pareillement de révo- 
lution autour de l'axe des z. 

La section méridienne, faite par le plan des or, z dans la surface de 
révolution que représente la formule (129), a pour équation 

(.30 n(f7) = " 

Or on peut obtenir directement l'équation (i3i); et, pour y parvenir, 
il suffit évidemment d'éliminer les deux variables x, z entre les for- 
mules 

(182) t^—^{\,z) 

H 

(l33) .r-rz^(x,Z), Z = W{\,Z), 

ou 

(l34). .r=:-^(x,Z), 5=r-^F(x,z). 

L'équation (ï3i) étant ainsi trouvée, on en déduira immédiatement la 
formule (129), en remplaçant œ par (x'^ -+- J*)^- 
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Concevons a présent que le système proposé n^offre plus la même 
élasticité en tous sens autour de Taxe des z, mais seulement trois axes 
d'élasticité rectangulaires entre eux. Si Ton admet en outre que les 
pressions soient nulles dans l'état naturel, la fonction F(a, 6, c,s) sera 
déterminée par la formule (lo), jointe aux équations (36), (38) du 
§ I, c'est-îà-dire, en d'autres termes, par la formule 

;F(a,6,c,5)=ii(La'-hR^*4-Qc=~5*)(Ra24-M^»*-hPc----.ç')(Qa*-f-P6*-^Nc^--.v*) 
(i35)' -4P'^*c*(L«'H-R^^'-f-Qc' — 5»)— 4Q«c'^a«(Ra« + M6«-+-Pc'— 5*) 

f — 4R«a»6MQa»H-P6*4-Nc« — 5»)-M6PQRa*6*c». 

Cela posé, la formule (i i) deviendra 

; (La«-hR^'H-Qc«— 5»)(Ra»-^M^»*-hPc*-5«)(Qa»-+-P6»-f-Nc« — ^*) 
(136) . -/iP*^*c'(La-4-Rfe'+Qc2— 5») — 4Q*c'a*(Ra'-hM6*+Pc'^— .ç') 

f — 4R«a«^*(Q««4-P^*-hNc»— .ç')-+-i6PQRa»6'c*ii:-o. 

Si, dans cette dernière, on fait successivement a = o, b = o, c^^o, 
on obtiendra les trois suivantes 

(187) (Rôî-hQc^ — 5=)[(M^*H-Pc«-.ç«)(Nc«-f-P6«— 5') — 4P'^'c^] -O' 
(i38) (Pc' -+- lia^—s^) [(Ne* -1- Qa-— s^) (La* 4- Qc« — 5*) — 4Q»c»a»] =- o, 
(«39) (Qa*-hPA2— A'»)[(La2 + R^/*— 5')(MZ>«4-Ra'— 5*)-4R-«*^*]=^o, 

qui détermineront les vitesses de propagation des ondes renfermées 
entre des plans perpendiculaires à l'axe des œ, ou à Taxe des j, ou à 
l'axe des z. Soient d'ailleurs 

(29) 5*=.f(^, 6, C) 

l'une des valeurs de s- déduites de la formule (i36), et $(a, i, c), 
X(a, 6, c), W(a,b,c) les demi-dérivées de ^{a,b,c) prises par rap- 
port aux trois quantités a, A, c. On vérifiera les équations (137), (i38), 
(139) en posant successivement 

(1/40) 5-= J(o, ^, c), 

(i4i) 5*=z J(a, o, c), 

(142) 52 — J(a, /^,o); 
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et les plans qui diviseront en parties égales les épaisseurs des ondes 
dont les vitesses de propagation seront déterminées par la formule 
(i4o) ou (i40 ou (142), toucheront, au bout du temps /, la surface 
cylindrique dont Téquation sera produite par l'élimination de y et z, 
ou de z et x, ou de x et v entre les formules 

X(o.y,z)_ y(o,y.z) _^. 

y - = ■' 

^^(x.o.z) _ <&(x,o,z) _^^ 


("43) 

<>_ J(o,y,ï), 

ou 


(i44) 

t^ .^(x, 0, z), 

ou 


(.45) 

t* ^(x,y,o), 


^(x,y,o) __ X(x,y,o) ____^^ 

D'ailleurs, la fonction homogène ^(x, y, z) étant de degré pair, et les 
fonctions dérivées 2$(x, y, z), 2X(x,y,z), 2^''(x, y, z) de degré impair, 
les valeurs de x, y, z tirées des formules (i43), (i44)» (^45) change- 
ront de signe avec ar, y, z. Il en résulte que, avant d'effectuer l'élimi- 
nation dont il s'agit, on pourra remplacer le double signe ± par le 
signe -h, et réduire les formules (i43), (ï44)» (i45) à celles qui 
suivent : 

(1^16) t^^S{o, y, z), X(o, y, z) =/, «"(o, y, z) = 2, 

(147) r'=::f(X,0, z), V(X,0, z) =5, *(X, O, Z)=:X, 

(i48) /«=^(x,y,o), Xx,y,o):=j:, X(x,y,o)— 7. 

J'ajoute que les surfaces cylindriques dont les équations seront pro- 
duites par l'élimination de y et z, ou de z et x, ou de x et y, entre les 
formules (i4t))» ou (147)» ou (t48), couperont les plans coordonnés 
suivant des courbes comprises dans la surface des ondes, c'est-à-dire 
dans la surface (i5). En effet, pour obtenir les sections faites dans 
cette dernière surface par le plan des j, 5, il faudra éliminer x, y, z 
entre les formules (3o) et (37), après avoir posé dans la première des 
formules (37)^ = 0. D'ailleurs, si l'on différentie, par rapport à la 
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quantité a, Téquation (i36), après y avoir remplacé s^ par ,f (a, b, c), 
on obtiendra la formule 

*[Ra--4- M6»+ Pc«- ^(a, b, c)] [Qa«4- P6'-|- Nc«- #(a, b, c)] - /iP'^'c»! [La - ^{a, b, c)] 


',[Qa«-+- P6« 4- Ne'— ^(a, 6, c)] [La« -+- R^'-h Qc« — ^(a, i>,c)] — 4Q*c«a'j [Ra — *(a, 6, c)] 


{[La'H- R6« -H'Qc»-^(a, 6, c)] [Ra?4-M6«-hPc« — ^(a, 6,c)] — 4R'a'^'! [Qa- *(a, Z», c)] 
4a}Q*c*[Ra«-hMi>'-HPc*~J(a, 6,c)]+R'6»[Qa«4-P6»4-Nc»~^(a, ^c)]~4PQR^-c*!=::o^ 

dont l'inspection suffit pour montrer qu'on vérifiera l'équation 

en prenant a = o, et par conséquent l'équation 

(i49) ^(x,y,z) = x=io, 

en prenant 

(l5o) X=:0. 

Or, en vertu de la formule (i5o), l'équation (3o) et les deux dernières 
des équations (3y) se réduiront aux formules (i46). Donc les sections 
faites par le plan des j, :; dans la première des surfaces cylindriques 
ci-dessus mentionnées appartiendront en même temps a la surface des 
ondes; et il est clair qu'on pourra en dire autant des sections faites 
dans la seconde surface cylindrique par le plan des 5, a?, ou dans la 
troisième par le plan des x, y. En d'autres termes, les courbes qui, 
dans les trois plans coordonnés, seront représentées par les équations 
résultantes de l'élimination de y et z entre les formules (i46), ou de z 
et X entre les formules (i47)> ou de x et y entre les formules (i48), 
appartiendront à la surface des ondes. Il reste à savoir de quelle 
nature sont ces mêmes courbes. C'est ce que nous allons maintenant 
examiner. 

L'équation (i3y) se décompose en deux autres, savoir 

(i5i) s^=Rb*-^Qc^ 

m 

et 

(i5a) (M6«-4-Pc» — «»)(Nc»-t-Pfc'— 4») — 4P«fc»c= = o. 
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Ajoutons que l'équation (i52) pourra être présentée sous la forme 

OU sous la suivante 

(153) [P(6«H- c») — s^] [M^»«-4- Ne»— 5*] 4- [(M — P) (N - P) — f^P^]b^c^=o, 

et sera elle-même décomposable en deux autres, savoir 

(î54) J*=P(Z»»4-c»), 

(1.55) s^= M6* 4- Ne', 

si les coeflîcients P, M, N vérifient la condition 

(156) (M-P)(N-P)ii:i4P*. 

Alors, en prenant successivement pour j(o, 6, c) les valeurs de 5* dé- 
terminées par les formules (i54), (ï5i) et (t35), on tirera des for- 
mules (i4G) 

(i-'>7) 
(i58) 


P 

t*. 


^-t\ 

- - -i- — 

M ^ N 

t'; 


(1^9) 

et ces trois dernières équations représenteront trois sections faites 
dans la surface des ondes par le plan des j, s. Or ces trois sections 
seront évidemment un cercle et deux ellipses. De même, en supposant 
que les coefficients Q, N, L vérifient la condition 

('«o) (N-Q)(L-Q) 4QS 

on déduira des formules (i38) et (ï47) I^s trois équations 

(i6i) 
(i63) 



<*, 

5» JT* 

P "^ K 

-f', 

N -" L 

t\ 
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propres à représenter un cercle et deux ellipses suivant lesquelles la 
surface des ondes sera coupée par le plan des z, x. Enfin, en suppo- 
sant que les coefficients R, L, M vérifient la condition 

(i64) (L-R)(M-R) = 4RS 

on déduira des formules (i39) et (i48) les trois équations 

(•65) 


^'■+".y' 

t\ 

R 

.a;» y» 

-H 

Q P 

t\ 

L "^M 

r-, 


(166) 
(167) 

propres à représenter un cercle et deux ellipses suivant lesquelles la 
surface des ondes sera coupée par le plan des x, y. 

Lorsque l'élasticité du système est la même en tous sens autour 
d'un axe quelconque parallèle à l'axe des s, on a 

P=:Q, L = M=rr3R, 

et des trois conditions (i56), (160), (1O4) les deux premières coïn- 
cident avec la formule (80), tandis que la dernière se trouve satisfaite 
d'elle-même. Ces trois conditions se transformeraient en trois équa- 
tions identiques, si l'élasticité du système était la même en tous sens 
autour d'un point quelconque. 

Les conditions (i56), (160), (i6/i) étant supposées remplies, on 
pourra présenter l'équation (t36) sous une forme qui mérite d'être 
remarquée. En effet, comme on a généralement 

La^ -H lib^ -4- Qc»= L«»-i- M6' -h Ne*- (M -R)b^ - (N - i})c\ 
Ra*4-M6'-hPc«=:La'-t-M6»-l-Nc»-(N — P)c» ~.(L-R)a«, 
Qa«H-P^*-hNc*-=La*-+-M^«H-Nc»— (L -Q)a^-(M- P)b\ 

on tirera de l'équation (i3G), en développant son premier membre 
suivant les puissances de 
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et en ayant égard aux conditions (i5G), (i6o), (164), 

(La»+M6'-+-Nc'-«»)» 

— [(aL — Q — R)a»+ (aM — R — P)6'4- (aN - P - Q)c»] (La'+ Mfr«+ Ne'- 5»)» 
) j [(L-Q)(L-R)a'+(L-R)(M-P)6'-i-(L-Q)(N-P)c']a«j 
1 + +[(M-R)(L-Q)a'+(M-R)(M-P)ô'-i-(M-P)(N-Q)c»]Z»»((La»+M6«H-Nc»— ««) 
! +[(N -Q)(L-R ) a» +(N -P) (M-R)fe«-+-(N -P) (N-Q)c»] c') 

+ [i6PQR — (L-Q)(M-R)(N-P) — (L-R)(M-P)(N-Q)]a'Z»'c«r=o, 

De plus, on aura évidemment 

^' ^^ I =:(Q-hR)a'-h(RH-P)6«-4-(P-hQ)c'-s«-(La«-hM6=4-Nc«), 

[(L-Q)(L-R)a»H-(L-R)(M-P)/>*-H(L-Q)(N~-P)c«]a« 

[(M - R) (L - Q)a'-h (M - R) (M - P)6*-h (M - P) (N - Q)c»]6» 

(170) { -+- [(N - Q) (L - R)««-H (N - P) (M - R) 6«+ (N ~ P) (N - Q)c«]c» 

= (La»4-M6'H-Nc»)*-j:(Q-hR)a*H-(R-hP)6*-h(P-i-Q)c*](La«-hM6«-hNr') 
(QRa'4-RP6»-hPQc»)(a«H-6»-f-c'), 


(»t par suite 

(Lrt»4-M&«-^Nc'— 5»)'--[(2L-Q-R)a*H-(2M~R-P)&«+(2N-P--Q)c«](La«H-M6»H-Nr«— 5^) 
-+-[(L-Q)(L-R)a«4-(L-R)(M-P)^»»-l-(L-Q)(N-P)cî]a« 
^- UM ~ R) (L - Q)a«-+- (M - R) (M - P)^'-h (M - P) (N - Q)c»]ft« 
-+- [(N - Q) (L — R)a« -H (N - P) (M - R)^»-H (N - P) (N - Q)c*]c« 
= .çk_- [(Q + Ii)rt«4- (R -4- P)6»+ (P -4- Q)c»]j»4- (QRrt'-4- RP6«4- PQc«) (a» H- ^'-+- c»). 

Donc Téquation (i36) ou (ï68) pourra être réduite a 

\ ( Lrt'H- M6*H- Ne*— 5*) 

(171) < ! -4-(QRa»4-RP6'4-PQcî)(rt»H-^>'-4-c') ) 

' 4- [16PQR - (L - Q) (M - R) (N - P) - (L - R) (M - P) (N - Q)]a*^»*c»= o. 

Lorsque les coefficients L, M, N, P, Q, R vérifient, non seulement les 
conditions (i56), (i6o), (i6/|), mais encore la suivante 

(172) (L-Q)(M-R)(N-P)-+-(L-R)(M~P)(N-Q)=ii6P0R, 
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l'équation (171) se décompose en deux autres, savoir : 

(173) 5'=La'-hM6«4-Nc« 

et 

^' \ 4-(QRa»+RP6'-hPQc»)(a»-4-6*-4-c»)i=o. 

Par suite, l'une des trois nappes de la surface des ondes coïncide avec 
l'ellipsoïde auquel appartient l'équation 

(.75) T + ¥ + N='- 

Cette même nappe, successivement coupée par les trois plans coor- 
donnés, donne pour sections les trois ellipses que représentent les 
formules (i 59)1 (iG3), (167). Quant aux deux autres nappes, elles cor- 
respondent aux deux valeurs de s^ déterminées parla formule (174)' 
Il est bon d'observer qu'on tire des conditions (i56), (iGo), (164) 

(176) (L-Q)(M-U)(N — P)x(L-R)(M-P)(N-Q) = 64P»QM(S 
et de cette dernière formule, combinée avec l'équation (172), 

(177) [(L-Q)(M-R)(N-P)-(L-^R)(M-^P)(N-Q)] = o. 
Donc les conditions (i5G), (160), (164), (172) entraînent la suivante : 

(178) (L-Q)(M-R)(N-P)i=(L-R)(xM-P)(N~Q)=:8PQR. 

Remarquons aussi que l'équation (174) P^ut être présentée sous la 
forme 


. r , (Q-4-R)^»-4-(R-4-P)/;'-f-(P-hQ)cn « 


' :'j ♦ '. 


i>ii 


et qu'on en tire par conséquent 

' rb j /(<prH)irtV_^(R_P)î/,*+(p_y)îcV-f-2(P-Q)(P-R)^«c«4-i(g — R)(Q 
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Concevons maintenant que Ton désigne par 0, i, x les logarithmes 

,,. j ,M — PN — QL — R 

népériens des rapports — p— > — ry^j — jr— > en sorte qu on ait 

(i8i) M — P = 2P«^ N — Q = 2Q^-, L— R = 2Re*. 

é 

Les conditions (i56), (iCo), (lO^) donneront 

(182) N — P=:2Pc-», L — Q = 2Qc-S M — R = 2Re-\ 

On trouvera par suite 

(i83) M = P(i-f-2e«), N = Q(i-H2e*), Li=R(i-H2e^) 

et 

(i84) NrrP(i4-2e-^), L = Q(i-+-2e-»), M =R(i 4- 2e-«). 

Si le système offrait la même élasticité en tous sens autour d'un point 
quelconque, les formules (i83), (184) devraient s'accorder avec la 
suivante 

(î85) L=:M=:N = 3P = 3Q = 3R, 

et l'on aurait en conséquence 

(186) 0=ZO, C=lO, X=:0. 

J'ajoute que, si les quantités 0, i, x ont des valeurs numériques diffé- 
rentes de zéro, mais très petites, on trouvera, en considérant ces va- 
leurs comme infiniment petites du premier ordre, et négligeant les 
infiniment petits du troisième ordre, 

(187) 6h-h-x = o. 

En effet, on tirera des formules (i83), (184) 

LMN = PQR (I -f- 2e^) (i + 26') (i -h 2c*) 

= PQR (i -+- 26-^) (I H- 2e-») (i -h 2e-«), 

ou, ce qui revient au même, 

(188) (l 4- 26^) (1 -h 26^) (l H- 2e*) =: (1 -h 26-^) {î -h 2e~^) (l + 2^"*), 
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puis on en conclura, en prenant les logarithmes népériens des deux 
membres de l'équation (i88), * 

(189) l(i-H2e^)-hl(i-h2e»)4-l(H-2e*)z=i(n-2e-®)-hl(H-2c-i)-f-l(n-2e-*). 

D'ailleurs, en négligeant les infiniment petits du troisième ordre, on 
trouvera 

('90)^ 


et par suite on réduira la formule (189) à 

(191) |(9-hi-Hx)-f--(5*-4-l*-f-X»)=-|(^-t-t-Hx)H--(Ô«4-t«-hx«). 

Or la formule (191) coïncide avec l'équation (187). 

De ce qu'on vient de dire, il résulte que si, 0, t, x étant infiniment 
petits du premier ordre, on pose 

(192) 6-htH-x — ç, 

; sera une quantité infiniment petite du troisième, pourvu que les 
coefficients L, M, N, P, Q, R vérifient les conditions (i56), (iGo), (1G4). 
D'autre part, en admettant que ces conditions soient remplies, on tirera 
des formules (181), (182) 

( (M-P)(N-Q)(L — R)=r8PQReO+i^* mSPQReS 
^'^^^ I (N-P)(L-Q)(M-R) = 8PQRe-«-»-^ = 8PQRe-c, 

/ (L - Q.) (M - R) (N - P) -+- (L - R) (M - P) (N - Q) 

('94) l / c* \ 

r:z8PQR(e^'4-e-«)=i6PQR(n-|. -+-... j, 

et par suite, en négligeant les puissances de ç supérieures a la seconde, 
(195) (L~Q)(M-R)(N-P)4-(L-R)(M-P)(N-Q) = i6PQRh-8PQRç\ 
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Donc alors la formule (172) sera sensiblement vérifiée, et la différence 
entre ses deux membres sera une qiîantité infiniment petite du même 
ordre que ç^, c'est-à-dire du sixième ordre. Donc, en négligeant seule- 
ment les infiniment petits du sixième ordre, on pourra remplacer l'é- 
quation (171) par le système des deux équations (173) et (174)- 

Lorsque les quatre conditions (1 jG), (iGo), (iG'i), (172) sont toutes 
remplies, on tire des formules (172) et (19^1) 

et par suite 

ou, ce qui revient au même, 

(187) (;h-H-x = o. 

Donc alors l'équation (187) se trouve rigoureusement vérifiée. 

Puisque, dans le cas où 0, i, x s'évanouissent, les formules (i8'J), 
(184) se réduisent à la formule (i8j), il est clair que, pour des valeurs 
infiniment petites de 0, i, x, les diff'érences 

(196) U-Q, P-R, Q-P, M-N, N-L, L-M 

seront elles-mêmes infiniment petites, et les rapports 

, , P P R R L L M M N N 

('97) Q' S' ïf> p' p' Q' 5î' js' N' L' L' M 

infiniment peu diff*érents de l'unité. D'ailleurs, si Ton égale entre elles 
les valeurs de P, Q, R ou de L, M, N tirées i** des formules ( i83\ 
2" des formules (184)» on en conclura, en négligeant les infiniment 
petits du second ordre et ayant égard à la formule (1Ô7), 

. -. M y-\-ie^ 34-2O 4. 

(198) cj = A —"ô 7 = 1-'-^ ^> 

, .0 14-2^* 2. . 2 


N 4 
L ' + 3'' 

L 
M" 

f 

R 3 

V '" ' "' 3 '' 

P 
0" 

2 


A LA THÉORIE DE LA LUMIERE. 437 


(»t par suite 



• 

• 

(■200) M- 

-N -J5N. 

N-L = iiL, 

L M-J/M, 

(30I) R 

-0 |9K, 

P-R-|tP, 

Q_l»-ixQ. 


Les formules (200), (201) montrent que, dans l'hypothèse admise, les 
différences (196) seront infiniment petites du premier ordre. De plus, 
en négligeant les infiniment petits du second ordre, on tirera des for- 
mules (201) 

. 3R — 3P — R 3Q-P 

2 F 2 Q 2 K 

et de ces dernières, combinées avec les équations (i83), 

(2o3) L — 3(Q4-R-P), M=i3(R4-P~Q), N := 3(P 4- Q - K). 

Supposons maintenant que, les quantités 0, t, x, et par suite les dif- 
férences (190), étant regardées comme infiniment petites du premieV 
ordre, on cherche l'équation propre k représenter les deux nappes de 
la surface des ondes qui correspondent aux valeurs de s^ déterminées 
par la formule (180). Concevons d'ailleurs que, dans le calcul, on 
néglige les infiniment petits du second ordre. Si l'on pose, pour abré- 
ger, 

(2o4) .f(rt, ^c)=:i[(Q + R)«'-+-(R H- P)^*^- (!'-+- Q)^*] 
et 


la formule (180) deviendra 

(206) 5*=:rf (ûr. ^, c) dz f(a, 6, c), 

et l'équation cherchée se réduira, en vertu de ce qui a été dit plus 
haut, a la formule ()8) ou plutôt à la suivante 

(207) r' = J(x,y, z)=pf(x,y, z), 

les valeurs de x, y, z étant déterminées par les formules (^37), qui, 
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dans le cas présent, donneront 

, Q, O + R R-hP P4-Q 

(208) — - — xnr^r, ^ y— 7> — ^Z — Z, 

et par conséquent 


2 2 


(-09) ^^QiHÂ''' y=KTy^^ '"^PTo"^- 

Kn d'autres termes, il suffira, pour obtenir l'équation dont il s'agit, de 
substituer les valeurs précédentes de x, y, z dans la formule 

^ /s = i|(0-f-R)x«-l-(R-4-P)v»-f-(P-hQ)z«] 

i'-ii<>)i . , 

f dz i/(g U)»x*H-(K— P)ïy*-h(e — Q)*2*-i-2(P — Q)(P — R)y«z^-^a(Q— R)(Q — P)zSx«-h2(R — F)(R- g)\*\^ 

qu'on peut encore écrire comme il suit : 

\ /*-[(Q-i-R)x'4-(R4-P)y*-f-(P-HQ)2*]/« 
^^'^ / -h(QRx»-H-RPy«-4-PQz*)(x*-H-y'-4-z«) = (>. 

L'équation cberchée sera donc 

11 importe d'observer que, en négligeant les infiniment petits du 
second ordre, on réduira l'équation identique 

2 i/i i\ (Q — R)' 


-+-R""2VQ"^iV 


Q-hR""2VQ iv 2QR(Q-hR) 

h la formule 

et qu'on aura de même, sans erreur sensible. 


2 i/i i\ 2 . . . 

iV^v~2\n~^v)' pTq --• " -^-- 


1(1 1 
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Par suite la fonction 

( j(x,y,z) = i[(Q4-R)x«-f-(R-hP)y«4-(P^-Q)z«] 
(ai3) < 

pourra être réduite à 

U(x,y,2)=:i[(Q4-R)^+(R + P)^-f-(P + Q)^] 

\Q«R« R*P* P*Q^/ 

D'autre part, la fonction f(x, y, z) étant, ainsi que les différences (19O), 
infiniment petite du premier ordre, on pourra, dans cette fonction, 
substituer aux valeurs de x, y, z, déterminées par les formules (209 ), 
d'autres valeurs qui n'en diffèrent qu'infiniment peu, par exemple les 
suivantes : 


X 


(2l5) x--y— p, y^_-:_^ 


» 


QiRi Rîpj pigi 


On aura donc encore, en négligeant les infiniment petits du second 
ordre, 

(216) f(x,y,7.) = f/-^, -i^, 


11' 1 1 i 1 

QIRÎ Rïpi p«Qî 

Cela posé, la formule (207) deviendra 

(217) /«=j/-^, -2^, ^^f_Wf/_^ 

\Q*R* R*P* P*QV \Q*R' R*P* P*Q' 

et, puisque l'équation (20G) fournit les deux valeurs de s^ qui vérilient 
la formule (174)» il est clair que les deux nappes correspondantes de 
la surface des ondes pourront être représentées, non seulement par 
l'équation (217), mais aussi par celle qu'on déduit de la formule (17I), 
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en V écrivant / au lieu de s, et 

i i' "1 T' î I 

QJR2 Rïpf piQS 

au lieu de a, b, c, c'est-à-dire par l'équation 

( -î 1 8 ) < 
ou 

Si l'on coupe successivement la surface à laquelle appartient l'équa- 
lion (219) par les plans des j;s, des zx, des xy, les sections ainsi 
obtenues seront, comme on devait s'v attendre, les trois cercles et les 
trois ellipses représentés par les formules (157), (161), (i65) et(i >8), 
002), (iGG). 

Si, dans l'équation (219), on supposait ^^=0, elle se décompose- 
rait en deux autres, et ces deux dernières seraient précisément les 
formules (84), (85). 

(Cherchons a présent les directions suivant lesquelles se mesurent 
les vitesses et les déplacements des molécules dans les trois systèmes 
d'ondes planes correspondants aux trois valeurs de s^ que détermine la 
formule (i36). Chacune de ces directions sera parallèle à une droite 
représentée par une équation de la forme 

.r 1' z 

les cosinus x, ift>, z étant déterminés par les formules (i4)» (56) et 
(38) du § I, ou, ce. qui revient au même, par les suivantes : 

/ (La«4-H6'4-Qc* — 5*)^l.-h2Ra^?iH>-h2QcaC=zo, 

(221) < 2Rûr6«.îl>H-(Ra*-f-M6»-i-Pc*— 5')aJb4-2P6ca — o, 

( 2Qca<.A,-h2P6c\li>-f-(Qa«-+-P^*+Nc«— .v«)Cz=o. 
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kki 


Si les conditions (i56), (iGo), (1G4) et (172) sont remplies, l'équa- 
tion (i3G) pourra être remplacée, comme on l'a dit, par le système des 
équations (173), (174)- 0^*» si l'on substitue, dans les formules (221), 
la valeur de s^ fournie par l'équation (173), elles donneront 

/ ^[2Rrti)î> — (M— R)^^eil,]-i-c[2Qrta — (N — Q)c^l.] = o, 

(9.9.2) < c[9.Pbe — (N — P)cill>]4-a[2R^Jl> — (L — R)ai)b]=:o, 

( a[2Qcc^> — (L — Q)rtG]-h^^[2Pc\li> — (M — P)6 3]=:o, 

et il est clair qu'on vérifiera celles-ci, en choisissant les cosinus -i , ni, e 
de manière à vérifier les trois équations 


, 5, i«> 2P b 

(223) _ = ^,___-j^--, 




^Q 


Q a 


c 
— 9 


tX 2R a 

îib — M — lî V 


dont les deux premières, eu égard aux conditions (i5G), (iGo), (1G4), 
(172), (178), entraînent la troisième, ainsi que les trois suivantes : 


(224) 




M — P b 


— —, 


N-Q c 


2P c 


.1, 


— — > 


2Q a 




L — R a 

2l{ b 


Observons d'ailleurs que, en vertu des formules (181) et (182), les 
équations (223) et (224) pourront être réduites à 


(225) 




jKo a 


— — • /»* 

i)l> ~' b ' 


et que ces dernières s'accordent entre elles, eu égard à l'équa- 
tion (193). 

Lorsque, les conditions (i5G), (iGo), (1G4) étant remplies, les dif- 
férences (19G) sont considérées comme infiniment petites du premier 
ordre, alors, en négligeant les quantités infiniment petites du troi- 
sième ordre, on obtient encore les équations (225). Alors aussi, les 
valeurs des exponentielles e®, e\ é*- étant très voisines de l'unité, 
les valeurs de lA», aft). S, que fournissent les équations (225), ditlerent 
très peu de celles que détermine la formule 


(226) 


a 




G 
c 


iiî> 


sfc^-^ b^ 4- c» 
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On doit on conclure que, dans Thypothèse admise, toute onde plane 
qui se propage avec une vitesse déterminée par Téquation (173) ren- 
ferme des molécules dont les déplacements se mesurent suivant des 
droites sensiblement perpendiculaires au plan de Tonde. 

Il reste à trouver les valeurs de A., ifl, G qui correspondent aux 
valeurs de s^ déterminées par la formule (174)- Or, si l'on élimine c 
entre les deux premières des équations (221), on en conclura 


_ ^ _ 

ou, ce qui revient au même, 

j p[,'-(L-i-2i^)a'-R6'-Qc«]^ 
i =Q[.«-Ra«-(M-^)6.-Pc.]^; 

et, comme l'équation (227) devra subsister encore .après un échange 
opéré entre les axes des j et z, on aura nécessairement 

(228) j r^ Q [5'- Ra«- (m - -^-)**- P^*l 5 

^ R rçt_ Qa«-- P6»- (N - ^^c«l |. 

Cette dernière formule, jointe à l'équation (10) du § I, suffirait h la 
détermination générale des valeurs de x, iJl>, a correspondantes aux 
valeurs de s^ qui vérifient la formule (ï36). Mais, si l'on suppose rem- 
plies les conditions (i56), (160), (i(J4), alors, en considérant les 
différences (196) comme infiniment petites du premier ordre, el 
négligeant les infiniment petits du second ordre, on tirera des for- 


- y 
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inulos (2o3) 

L-i^=Q-HR-P-Ha(Q4-R-P--Qp«) 

cVst-à-diro, à très peu près, 

L_LQ«:^Q^R_P. 

On trouvera pareillemenl 
(229) / l^p 


Cela posé, la formule (228) deviendra 


p [^ï^. p _ P(^,î4_ c5) — Q(c»-h a') — R(a'+ ^»)] "^' 


a 


(23o) < =Q[5'H-Q-P(^* + c»)-Q(c«-ha*)-R(a»-4-6»)]^ 
r=:R[5'-f-R — P(^«-hc«)-Q(c«-ha*)-R(a*4-^*)J^. 

D'ailleurs, si l'on nomme s'-, s"' les deux valeurs de s'^ qui vérifient 
Féquation (174)» on aura évidemment 

(23i) .v'«-H 5''i= P( 6»+ c*) -+- Q(c'4- «*) H- R(a'-+- ^'). 

Donc, la formule (23o) donnera 

(232) P(P_,^«):-^! ^Q(Q_,M)^J' =.K(R-5''*)|^ 


et 


(233;) p(p__y.)!^=Q(Q-5'«)JL=R(R-.'i)±: , 


Ji,', 'ift)', a' étant les valeurs des cosinus x, oft), G pour ^ = s\ et «^", aft>", 
G" les valeurs des mêmes cosinus pour s = y". 

Si, en considérant un système qui offre trois axes d'élasticité rectan- 
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gulaires, on ne supposait pas les pressions nulles dans TéUil naturel, 
il faudrait aux valeurs de s^, que détermine la formule (i36), ajouter 
le polynôme (72). Alors, en admettant que les conditions (i56), (160), 
(i64)f (172) fussent remplies, on obtiendrait, a la place des équa- 
tions (173), (174)» les deux formules 

(•i34) .ç^=(L-f-G)a»+(M-+-H)^*+(N-+-l)c», 

;(.ç''-Ga-— H^«— le»)* 
(9.35) -[(Q-|.R)a»-h(R+P)^-+(P-hQ)c«](^»-Ga«-H/>«-lc') 

( 4- (QRfl'-h RP^--+- PQc*) (a»+ ^>*H- c«) = o, 

dont la dernière peut s'écrire ainsi qu'il suit 

i [si- ( Q + K-^^G) ^ »-+-(R-+-P-f-2H)/>«-h(P-4-Q-4-2l)cn « 

(•236) ' 

i _ (Q-R)>^ »-u(R — P)8^^^ (P-Q )îr»-h2(P — Q)(P — R)/i«c»-4-2(Q — R)(Q — P)c«a«-t-2(R--P )( R— Q)^'/^' 

et l'une des trois nappes de la surface des ondes coïnciderait avec l'el- 
lipsoïde représenté, non par Téquation (175), mais par la suivante 

*»* V* ^ï 

^'^^^^ L4-G^M + H^N^I -^• 

Alors aussi, en supposant remplies les conditions (i56), (160), (iG4)* 
regardant d'ailleurs les différences (196) comme infiniment petites du 
premier ordre, et négligeant les infiniment petits du second ordre, on 
déduirait des formules (58), (236) une équation propre à représenter 
les deux autres nappes de la surface des ondes, et, pour obtenir cette 
équation analogue à la formule (212), il suffirait d'éliminer x, y, z 
entre les formules 

l f/2 ( Q - R -4- 2G)x* H- (R - h P-f- 2H)y«-h (P-t- Q -V a!)zn » 

(2^8; ' 

i fQ-R)V\V-i-fR — P)2v*-i-(P — Q)«7>-f-a(P — Q)(P-R)v*z»-h2(Q— R)(Q~P)z«x«-f-2(R~P)(R — 0)^'v2 
f '- -— — ^-^ -^ 

, a _ 2 _ a 

^^^ ' " ~ y + H + au'^' ^' u + i. + .^u->'' '• - F-t-y-T-îi '• 
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Par conséquent, l'équation dont il s'agit serait 


r ,_ / j' Y^ j' \i* 

l L ^\(i •+• R 4- aG "^ R -H i» 4- 2H "^ 1» H- y -+- 2l)\ 
, ' / (Q — R)'^* (R-P)'y* 


^ , - P)'y . (P-Q)'-' 


-4 


2(P^Q)(P~R)/'^> 2(Q-~R)(Q -P)^Vr' 2(R~ P) (R- Q)^», v^ j 

(R4-P-^2ll)--(P4-Q-^2l)*"^(pH-0H-2l)^(04-UH-2G)»"^(Q4-R + 2G)«(R^-PH-âH)^' 

Quant aux déplacements absolus des molécules dans les ondes planes, 
ils se mesureraient toujours suivant des droites parallèles à celles que 
représente l'équation (220), quand on y substitue successivement 
les valeurs des cosinus A,, ifc, G tirées des formules (223) et (228) 
ou (23o). 

Nous remarquerons, en terminant ce paragraphe, que, si l'on sup- 
pose 

(240 rt::3lt:i, Ô = O, C = O, 

on tirera des formules (7), (8) du § I 

(242) .(^z=L-+-^, on. = R4-:3l, >X,=:Q4-3, 

(243) tX'-U, ^ =11 V, à\=W. 

Or, des formules (242), (243), jointes à l'équation (10), il résulte 
que, pour les trois systèmes d'ondes planes renfermées entre des 
plans perpendiculaires k Taxe des ^, les vitesses de propagation se 
réduisent aux trois valeurs positives de s déterminées par la formule 

(244) 

( _- u* ( L 4- ^ - 5«) - V* (R -4- a - .v' ) - W* ( Q -+- a — 5») -h 2 UV W =: o. 

Pareillement, pour les trois systèmes d'ondes planes renfermées entre 
des plans perpendiculaires à Taxe des j ou à l'axe des 5, les vitesses 
de propagation se réduisent aux trois valeurs positives de s détermi- 
nées par la formule 

"^^'^ 1 - U'«(R -4- - 5«) - V'«(M -h 13 - 5*) - W'*(P -h fl — 5») 4- 2 U' V W'= o, 
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ou par la suivante : 

. ,^x ^ (Q4-C-5*)(P+€-5')(N4-C-5«) 
(246) . 

Dans le cas où le système de molécules que l'on considère offre trois 
axes d'élasticité rectangulaires entre eux et respectivement parallèles 
aux axes des ^, j, -, les coefficients 

U, V, W; U', \\ W; U% Y\ W 

s'évanouissent, et en écrivant G, H, I au lieu de 3, *, €, on tire des 
formules (244)» (^A^), (24C) 

(247) (L-4-G-5*)(R 4-G-5«)(Q-f-G-5') = o, 

(248) ( R -4- H - 5«) (M 4- H - *«) (P + H - s^) -2 o, 

(249) (Q-f- I -5«)(P H- I -5»)(N -h I -s^) — o. 

Donc alors les vitesses de propagation sont respectivement : i^* pour 
les trois systèmes d'ondes planes renfermées entre des plans perpen- 
diculaires à l'axe des or, 

(250) v^L~^7;, v^H-hG, V^-hG; 

2^ pour les trois systèmes d'ondes planes renfermées entre des plans 
perpendiculaires à l'axe des j, 

(25i) v^ITTH, v¥^H. s/^^ïl; 

3** pour les trois systèmes d'ondes planes renfermées entre des plans 
perpendiculaires a l'axe des :;, 

.(252) v^'Q4-i," v^P4-~i, \/^^i. 

Parmi les neuf vitesses que nous venons de calculer, une seule con- 
tient dans son expression la lettre L ou M ou N. Au contraire, deux de 
ces vitesses renferment l'un quelconque des coefficients P, Q, R; el, 
si l'on veut que ces deux vitesses deviennent toujours égales entre 
elles, il faudra nécessairement supposer 

(253) C = H = L 
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§ IIL — Application des principes établis dans les paragraphes précédents 

à la théorie de la lumière. 

Plusieurs illustres géomètres ou physiciens, parmi lesquels on doit 
distinguer Huygens, Euler, Young et Fresnel, ont supposé la sensa- 
tion de la lumière produite par les vibrations des molécules d'un 
fluide impondérable qu'ils ont désigné sous le nom d'éther ou de fluide 
étheré. Nous adopterons cette hypothèse, et nous supposerons de plus 
que les molécules de Téthér sont sollicitées par des forces d'attraction 
ou de répulsion mutuelle. Cette nouvelle supposition nous fournira le 
moyen d'assigner les lois suivant lesquelles la lumière se propage 
dans l'espace ou dans un milieu transparent. En effet, soient 

m la molécule d'éther qui coïncide, au bout du temps /, avec le point 

r le rayon vecteur mené primitivement de la molécule m k une autre 

molécule m; 
OL, ^, Y les angles formés par ce rayon vecteur avec les demi-axes des 

coordonnées positives ; 
ç. Y], ^ les déplacements de la molécule m mesurés parallèlement aux 

axes rectangulaires des a:, y, :;. 

Admettons d'ailleurs : 1° que l'état primitif du fluide éthéré soit un 
état d'équilibre dans lequel les molécules soient uniquement soumises 
aux actions qu'elles exercent l'une sur l'autre; 2° que, dans cet état 
d'équilibre, l'attraction ou la répulsion mutuelle des deux molécules 
m, m soit représentée par le produit 

mm f(r), 

et devienne insensible pour des valeurs sensibles de r; 3** que, dans 
une première approximation, l'on néglige non seulement les produits, 
les carrés et les puissances supérieures de $, y], ^ et de leurs dérivées 
prises par rapport aux variables indépendantes x, z,y, t, mais encore 
tous les termes qui s'évanouiraient, si, dans l'état naturel du fluide 
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ses molécules dans l'espace ou dans un corps transparent, et de la di- 
rection du plan 00' G" qui divisait primitivement l'épaisseur d'une 
onde en parties égales. En effet, les quantités ç^, DXi, DC, ï, ^, si, k 
l'aide desquelles on peut déterminer la grandeur et la direction des 
axes de l'ellipsoïde représenté par l'équation (iG) du § I*^% dépendent 
en général, non seulement des valeurs que prennent dans un milieu 
donné les coefficients 

a, 13, (C, 0, (6, -f ; L, M, N, P, Q, R; U, V, W, U', V \ W, U', V% W%- 

[voir les équations (7) et (8) du § I*^'"], mais encore des coefficients a, 
A, c, c'est-à-dire des cosinus des angles formés avec les demi-axes des 
coordonnées positives par la perpendiculaire au plan 00' 0". 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que la surface représen- 
tée par l'équation (iG) du § I**" était un ellipsoïde. Alors les vitesses de 
propagation des ondes planes, parallèles à un plan donné 00' 0", sont 
toutes réelles et se confondent îivec trois valeurs positives de s propres 
à vérifier l'équation (i:)) (§ I*"*). Mais la distribution des molécules 
éthérées dans un corps pourrait être telle que les racines de l'équa- 
tion (i5) (§ l***), et par suite les vitesses de propagation des ondes 
planes fussent imaginaires. Dans ce cas, rellipsoïde (iG) du § I" dis- 
paraîtrait, et, la propagation des ondes planes ne pouvant plus s'ef- 
fectuer, le corps proposé deviendrait ce qu'on nomme un corps 
opaque. 

[Publication brusqiicmcnl interrompue, à la suite des événements politiques de 
juillet i8'io.] 
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